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RESUMEN

La solución del problema de ĺımites de desempeño en lazos de control multivariable (MI-
MO) con estructura restringida permite cuantificar cuál es el mejor desempeño alcanzable
por un lazo de control con restricciones estructurales sobre el controlador. El problema de
optimización cuadrática asociado es, en general, no convexo, por lo que su resolución expĺıci-
ta es dif́ıcil. En esta tesis se deriva una condición necesaria para la convexidad del problema
y se entregan expresiones anaĺıticas para el desempeño óptimo y el controlador que lo logra
para tres estructuras de interés: diagonal por bloques, rala simple y triangular. Además,
el carácter expĺıcito de la solución permite identificar cuál es el deterioro en desempeño
respecto al caso centralizado producto de las restricciones impuestas al control. Los resul-
tados dejan de manifiesto que dicho deterioro depende de aquellos ceros de fase no mı́nima
(FNM) que no cumplen cierta propiedad de estructura. Esto implica a su vez que el efecto
de dichos ceros de FNM no está dado sólo por su ubicación, sino que también por rasgos
direccionales que dan cuenta de las interacciones dinámicas entre algunos de los subsistemas
que componen a la planta.

La convexidad del problema está garantizada si la planta tiene la misma estructura
que aquella que se desea forzar sobre el controlador y ésta cumple una propiedad algebraica
especial. Esto lleva a establecer condiciones bajo las cuales el controlador centralizado óptimo
asociado a una planta estructurada posee la misma estructura que ésta en forma natural. La
diagonalidad del interactor unitario de ceros generalizado aparece como un elemento crucial
en este punto, por lo cual se establece una condición necesaria y suficiente para que esto
ocurra y, además, se demuestra que éste es único.

Los procedimientos anaĺıticos desarrollados en estos tópicos permiten establecer un méto-
do expĺıcito de diseño de controladores de estructura triangular. La metodoloǵıa propuesta
sirve para plantas estables sin ninguna estructura en particular, permite incorporar criterios
de diseño y no emplea ningún tipo de procedimiento numérico, por lo cual su utilidad puede
ser considerable.

Finalmente, en el tema de parametrización de controladores estabilizantes y realizables,
para una clase importante de plantas MIMO se deriva una forma anaĺıtica para una fun-
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Resumen III

ción de sensibilidad complementaria que garantiza un lazo estable y realizable. Esta función
depende sólo de rasgos dinámicos de la planta, por lo que puede ser computada por inspec-
ción de ésta y sin recurrir a ningún procedimiento de diseño. Esto último la perfila como
una buena candidata para ser empleada en la parametrización de todos los controladores
estabilizantes y realizables para plantas inestables.

Palabras Clave:

Control multivariable, control restringido, ĺımites de desempeño, interactor de ceros,
parametrización de controladores, diseño de controladores restringidos, control triangular.
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

El tema principal del presente trabajo de tesis se inscribe dentro de los sistemas de
control lineal multivariables (MIMO) de tiempo discreto. Gran parte de los desarrollos y
resultados aqúı expuestos son fruto de un trabajo cooperativo con don Mario Salgado B. y
Eduardo Silva V. en una investigación que tiene distintas aristas. Es por esto que los tópicos
tratados se pueden clasificar en tres grandes áreas:

Parametrización de controladores.

Propiedades de factorizaciones de ceros en sistemas MIMO.

Lazos de control MIMO con estructura restringida.

Los resultados principales de este trabajo se encuentran condensados en [1–3]. Dado que el
alcance de cada uno de los temas mencionados es amplio, a continuación se presenta una
revisión bibliográfica de cada uno en forma independiente. Se destaca que algunos de los
comentarios respecto de la bibliograf́ıa pueden aparecer también en el caṕıtulo en donde
ésta sea relevante. Se ha decidido esto a fin de contextualizar mejor los contenidos de cada
caṕıtulo.

1.1. Estado del arte

1.1.1. Parametrización de controladores

A partir de la década del 60, la aparición de técnicas de control basadas en procedi-
mientos de optimización motivó la búsqueda de formas de parametrizar los controladores
estabilizantes y realizables para una determinada planta. El trabajo seminal en este tópico
se encuentra reportado en [4, 5], en el cual los autores derivan la conocida parametrización
de Youla. Esta parametrización puede formularse tanto para el caso SISO como MIMO y
permite expresar en forma compacta todos los controladores propios que estabilizan a una
planta en un lazo con realimentación negativa.

La parametrización de Youla ha probado ser de gran utilidad tanto para el diseño de
controladores mediante la solución del conocido problema de calce de modelos [6–9], como
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1.1. ESTADO DEL ARTE 2

para la obtención de propiedades de lazos de control [10–13] que involucren la resolución de
problemas de optimización. Esta utilidad tiene su base en el hecho que la formulación entrega
expresiones afines en el parámetro para todas las funciones de sensibilidad del lazo [6], lo cual
tiene ventajas considerables a la hora de resolver problemas de optimización que involucren
a dichas funciones. Además, su formulación en variables de estado permite la resolución de
los problemas de control generales en H2 y H∞ [9, 14–16].

Los problemas que adolece esta parametrización residen en el hecho que si la planta es
inestable, entonces las expresiones asociadas a las funciones de sensibilidad pueden ser de alto
orden y, además, se requiere de la disponibilidad de un controlador estabilizante para poder
parametrizar todos los demás. Recientemente, en [17] se propone una formulación alternativa
de la parametrización basada en una expresión af́ın para la función de sensibilidad del lazo.
Este planteamiento genera expresiones de menor orden para las funciones de sensibilidad
y éstas tienen la ventaja de involucrar sólo aquellos rasgos dinámicos de la planta que
imponen limitaciones fundamentales [6,18], a saber, ceros de fase no mı́nima (FNM) y polos
inestables. La parametrización alternativa ha sido empleada con éxito en el contexto de
ĺımites en desempeño en lazos de control con plantas inestables [13].

1.1.2. Propiedades de factorizaciones de ceros en sistemas MIMO

La factorización de ceros de una matriz de transferencia es una herramienta que permite
capturar la porción no invertible (es decir, su estructura de ceros de FNM) de una deter-
minada matriz de transferencia [6]. Estas herramientas reciben el nombre de matrices de
interacción o simplemente, interactores. Los trabajos originales en este tema se remontan
algunas décadas atrás y se pueden encontrar en [19] en el contexto de formas canónicas e
invariantes para esquemas de realimentación lineal. En dicho trabajo se entrega un algorit-
mo para su construcción y se demuestra que cierta forma triangular del interactor es única.
Esta formulación se emplea en [20] para construir predictores de horizonte finito y en [17]
para proponer una versión alternativa de la parametrización de Youla. No obstante, diversas
limitaciones de este tipo de interactores [21–23] ocasionan que no sean la mejor forma de
capturar la estructura de retardos de un sistema. Estos resultados motivan que en [22] se
proponga un interactor nilpotente que es la base para la construcción del interactor uni-
tario descrito en [24]. Esta forma del interactor permite resolver el problema LQR [6, 25]
singular para sistemas MIMO de tiempo discreto [24] y es de utilidad en el contexto de
control de varianza mı́nima [23,26]. En [23] se presenta un algoritmo para la estimación de
dicho interactor unitario. En [10, 11, 27] se presentan algunos resultados parciales que son
generalizados en [12,28] y permiten establecer un algoritmo expĺıcito para su construcción.
Además, en [12] se demuestra que para el caso de ceros de FNM en infinito, el interactor
unitario es único. El interactor unitario resulta útil para construir inversos aproximados es-
tables de matrices de transferencia [6,28] y es útil para resolver de manera expĺıcita ciertos
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problemas de optimización cuadrática en el contexto de ĺımites de desempeño [10–13].
Estudios adicionales sobre la diagonalidad del interactor de ceros de una matriz de

transferencia se pueden encontrar en [29, 30]. No obstante, las pruebas ah́ı presentadas no
constituyen una caracterización expĺıcita de las matrices que poseen interactor diagonal. La
diagonalidad del interactor de ceros es importante en el contexto de desacople dinámico de
sistemas MIMO [31] y pruebas de autocorrelación en control de varianza mı́nima [32].

1.1.3. Lazos de control MIMO con estructura restringida

Los métodos de diseño MIMO usualmente entregan controladores de tipo centralizado, es
decir, controladores en los cuales cada entrada aplicada al proceso se genera con información
de todas las variables medidas. Por diversos motivos [28,33–35], se puede requerir restringir
la estructura del control a fin de ganar simplicidad en la implementación y/o reducir costos.
Una discusión acabada sobre el problema de restringir estructura en el control se puede
encontrar en [33]. El primer paso en este tema corresponde a la selección de la estructura
del controlador, tópico que se detalla a continuación.

Selección de estructura

La selección de una determinada estructura se realiza en base a herramientas que per-
miten discriminar que interacciones dinámicas del proceso son predominantes. Trabajos en
este tema se pueden encontrar en abundancia y dentro de los principales están el arreglo
de ganancia relativa (RGA) [36], el arreglo de ganancia relativa dinámico (DRGA) [37,38],
el ı́ndice de Niederlinsky (NI) [39] y la Matriz de Participación (MP) [34, 40]. Todas estas
herramientas miden en base a cierto criterio la importancia relativa de las distintas interac-
ciones dinámicas de la planta y aśı dan luces sobre cuál estructura en particular puede ser
apropiada.

Ĺımites de desempeño

Es intuitivamente claro que para una determinada planta ciertas estructuras de control
pueden generar lazos de control de mejor calidad que otras. Mediante la definición de una
medida representativa del desempeño (o calidad) del lazo, la búsqueda de formas de cuan-
tificar el mejor desempeño alcanzable por una determinada estructura de control surge en
forma natural.

Resultados recientes respecto a este tema cuando el controlador no tiene restricciones
estructurales se pueden encontrar en [10–13,28,41–46]. No obstante, para el caso en que se
restringe la estructura del controlador, el panorama es bastante distinto ya que el único es-
tudio reportado se encuentra en [47]. En este trabajo se establece un algoritmo para obtener
el desempeño óptimo asociado a control descentralizado suponiendo que el lazo restringido
es estable. La naturaleza numérica del algoritmo presentado no entrega información alguna
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respecto de cuáles son los rasgos dinámicos de la planta que limitan el mejor desempeño
alcanzable.

Diseño de controladores restringidos

Cuando el patrón de interacciones dinámicas de la planta justifica un determinada es-
tructura de control, entonces se hace imperativo contar con métodos sistemáticos de diseño
de controladores de estructura restringida. La estructura más estudiada es indiscutiblemente
el control descentralizado y ha dado origen a una diversos trabajos [35,48–60]. Para el caso
de la estructura de control triangular, los resultados relativos a metodoloǵıas de diseño son
escasos y carecen de generalidad. En [61, 62] los autores desarrollan métodos que permiten
diseñar un controlador triangular óptimo para una planta triangular estable. En [63] se re-
porta un método interesante para el mismo caso basado en los procedimientos de śıntesis
secuencial [64–66]. Finalmente, en [55] se plantea un procedimiento de optimización que no
requiere imponer ninguna estructura sobre la planta, pero no garantiza la estabilidad del
lazo resultante.

1.2. Contribuciones importantes de la tesis

Esta tesis presenta contribuciones originales en varios de los aspectos mencionados en la
sección anterior. A continuación se da una descripción somera de ellas.

Parametrización de controladores.

En base a la idea de esencialidad, para una clase amplia de plantas MIMO se obtiene
una forma expĺıcita para una función de sensibilidad complementaria que garantiza un
lazo estable y realizable. Esta función de sensibilidad puede ser calculada sólo en base a
aquellos rasgos dinámicos de la planta que imponen limitaciones fundamentales [6,18],
lo cual permite elegirla sin necesidad de algún procedimiento de diseño. Esto a su vez
implica que es útil para parametrizar todas los lazos estables y propios mediante la
parametrización alternativa de Youla [17].

Propiedades de factorizaciones de ceros en sistemas MIMO.

En esta tesis se demuestra que el interactor unitario de ceros generalizado es único y,
además, se establece una condición necesaria y suficiente para que éste sea diagonal.
Esta condición tiene relación con el hecho que los ceros de fase no mı́nima de la matriz
sean de tipo canónicos izquierdos, concepto original de este trabajo.

Lazos de control MIMO con estructura restringida.

Se demuestra que si la familia de matrices con la estructura en consideración tiene
cierta propiedad algebraica (a saber, ser estructuralmente cerrada bajo inversión) y la
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planta tiene la misma estructura que aquella que se desea sobre el control, entonces
una condición necesaria y suficiente para que el controlador sea estructurado es que
el parámetro de Youla asociado tenga dicha estructura. Esto asegura que el problema
de optimización cuadrática asociado a ĺımites de desempeño sea convexo y, a su vez,
facilita la derivación de otros resultados originales:

• Ĺımites de desempeño: se deja en evidencia que para plantas de estructura restrin-
gida estables, el controlador centralizado que logra el desempeño óptimo tiene la
misma estructura per se si y sólo si el interactor de ceros unitario generalizado es
diagonal. Esto es importante ya que caracteriza a aquellas plantas estructuradas
en las cuales forzar la misma estructura en el control no tiene impacto sobre el
desempeño óptimo.

Para el caso en que la planta no posea dicha propiedad, se entregan expresiones
anaĺıticas para el controlador restringido óptimo y para el deterioro del mejor
desempeño producto de restringir el control considerando estructuras diagonal
por bloques, rala simple y triangular. Los resultados en este tema son relevantes
y ponen de manifiesto que la influencia de los ceros de fase no mı́nima en el mejor
desempeño alcanzable no está dada sólo por la ubicación de estos, sino que aparece
además un efecto que tiene relación con rasgos direccionales. Esta caracteŕıstica
es propia del control con estructura restringida y marca una diferencia clara con
respecto al caso de control centralizado.

• Diseño de controladores de estructura triangular: se propone una metodoloǵıa sis-
temática de diseño de controladores triangulares para plantas estables. El método
no requiere que la planta posea una estructura en particular ni emplea algoritmos
numéricos para el cómputo del controlador. La posibilidad de ajustar el ancho
de banda del lazo permite conseguir estabilidad en el lazo y el cumplimiento de
otras especificaciones de diseño.

1.3. Organización del documento

A excepción de los conceptos básicos relativos a sistemas lineales y lazos de control por
realimentación, el texto tiene la intención de ser autocontenido. En caso de ser necesario,
para una exposición acabada respecto de la teoŕıa de sistemas de control lineal se sugiere al
lector consultar [6].

Los caṕıtulos se organizan de una manera estándar, poniendo especial énfasis en contex-
tualizar los contenidos en base a una introducción que incluye las referencias bibliográficas
importantes. Además, se incluyen ejemplos ilustrativos en los puntos que sea necesario, es-
pecialmente aquellos que involucran definiciones y/o resultados originales. Cada caṕıtulo
incluye una sección dedicada a resaltar las conclusiones principales que se derivan de los



1.3. ORGANIZACIÓN DEL DOCUMENTO 6

resultados obtenidos y en el caṕıtulo final se hace una revisión global de éstas. Para no
interrumpir el flujo de lectura, al final del escrito se expone un apéndice con conceptos
importantes relativos a Análisis Funcional que son cruciales para la derivación de los resul-
tados de este trabajo. A continuación se describe en forma sintética los contenidos de cada
caṕıtulo.

Caṕıtulo 1: Revisión del estado del arte, contribuciones principales del trabajo y as-
pectos generales sobre éste.

Caṕıtulo 2: Enuncia los aspectos sobre sistemas lineales MIMO y control realimentado
que son de importancia para este escrito.

Caṕıtulo 3: Revisión de la parametrización de Youla de todos los controladores esta-
bilizantes en su formulación clásica y la versión alternativa dada en [17]. Se deriva la
función de sensibilidad complementaria esencial, que permite, para el caso de plan-
tas inestables, parametrizar todas las funciones de sensibilidad de lazos estables y
realizables sin la necesidad de recurrir a un procedimiento de diseño previo.

Caṕıtulo 4: Enumeración de los resultados principales relativos a ĺımites de desempeño
en control centralizado. Se define la medida de desempeño que será empleada en lo
sucesivo y se entrega tanto el valor óptimo de ésta como el controlador que la logra.

Caṕıtulo 5: Se plantea el problema de ĺımites de desempeño con estructura restringida
en su forma general y se deja de manifiesto la no convexidad del mismo. Mediante
la definición de la idea de matrices estructuralmente cerradas bajo inversión, se es-
tablece una condición necesaria y suficiente para que las restricciones estructurales
sobre el controlador sean heredadas por el parámetro de Youla. Esto permite derivar
una condición suficiente para la convexidad del problema de optimización. Además, se
demuestra que el interactor unitario de ceros es único y, gracias a la noción de ceros
canónicos izquierdos, se obtiene una condición necesaria y suficiente para la diagona-
lidad de éste. Este resultado permite entregar una caracterización general de aquellas
plantas estables estructuradas para las cuales el controlador centralizado óptimo tiene
la misma estructura en forma natural.

Caṕıtulo 6: En este caṕıtulo se obtienen resultados expĺıcitos para el mejor desempeño
alcanzable en lazos de control con planta y controlador restringido a una estructura
en particular (diagonal por bloques, rala simple y triangular). Además, se calcula el
controlador óptimo que lo logra y se cuantifica el deterioro en el desempeño producto
de las restricciones estructurales sobre el controlador.

Caṕıtulo 7: Se propone un procedimiento de diseño de controladores triangulares para
plantas estables. La utilidad del método se deja en evidencia con ejemplos ilustrativos.
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Caṕıtulo 8: Revisión general de las principales conclusiones que se derivan de los resul-
tados del trabajo. Además, se entregan ĺıneas generales para trabajos de investigación
futuros que se desprenden de esta tesis.



Caṕıtulo 2

GENERALIDADES SOBRE

SISTEMAS LINEALES

2.1. Introducción

En esta sección se compilan los resultados y definiciones teóricas relativas a sistemas
lineales multivariables (MIMO) que son de utilidad para este trabajo. Por motivos de es-
pacio, las nociones aqúı incorporadas corresponden a las estrictamente necesarias para el
entendimiento de esta tesis. Abundante material sobre el tema en general se puede encontrar
en [6, 14, 15, 67, 68]. Los tópicos más espećıficos pueden ser encontrados en las referencias
bibliográficas dadas en las secciones respectivas.

2.2. Sistemas MIMO lineales

2.2.1. Representación de sistemas MIMO

Un sistema de tiempo discreto, lineal, causal e invariante en el tiempo puede ser descrito
como

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0 (2.2.1)

y(t) = Cx(t) + Du(t), (2.2.2)

donde u(t) ∈ Rn es el vector de entrada, y(t) ∈ Rn es el vector de salidas, x(t) ∈ Rp es el
vector de estados y A ∈ Rp×p, B ∈ Rp×n, C ∈ Rn×p y D ∈ Rn×n.

Las expresiones (2.2.1) y (2.2.2) representan la dinámica del sistema en términos de un
conjunto de p ecuaciones recursivas de primer orden. Esta representación es útil para estudiar
la dinámica de los estados internos del sistema. No obstante, si lo que interesa es analizar el
comportamiento desde un punto de vista entrada/salida, se puede obtener un representación
bastante más compacta. Aplicando la transformación Z (ver por ejemplo, [6, 69]) a (2.2.1),

8
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(2.2.2) y luego de un ligero trabajo algebraico se obtiene

Y (z) =
(
C (zI −A)−1

B + D
)

U(z) (2.2.3)

= G(z)U(z), (2.2.4)

donde z ∈ C es la variable compleja de la transformación, Y (z) = Z {y(t)}, U(z) = Z {u(t)}
y G(z) se denomina matriz de transferencia del sistema.

La matriz de transferencia G(z) condensa la dinámica del sistema desde una perspectiva
entrada/salida. Los elementos de G(z) son funciones racionales en la variable z, de modo
tal que G(z) ∈ Cn×n. Si el sistema es escalar (SISO), esto es n = 1, entonces G(z) se reduce
al bien conocido concepto de función de transferencia [6].

Debe notarse que si bien tanto la representación en espacio de estados (2.2.1),(2.2.2) como
la matriz de transferencia G(z) describen a un mismo sistema, pueden existir diferencias
entre ambas. En efecto, introduciendo la idea de controlabilidad y observabilidad [6, 67]
se puede probar que ciertas dinámicas en (2.2.1) pueden no manifestarse en G(z). Este
fenómeno tiene relación con posibles cancelaciones en G(z) y, en general, ocasiona que la
representación tipo matriz de transferencia pueda perder información relativa a la dinámica
del sistema original.

2.2.2. Rasgos dinámicos de un sistema MIMO: polos, ceros y retardos

Es un hecho conocido que la dinámica entrada/salida de un sistema lineal SISO depende
de los polos y ceros de su función de transferencia [6]. En este contexto, los polos y ceros de
un sistema SISO se definen como las ráıces de los polinomios denominador y numerador de
la función de transferencia, respectivamente. La extensión de esta idea al caso de sistemas
MIMO es algo más complicada y requiere de la definición de la llamada forma de Smith-
McMillan de una matriz de transferencia [6, 67].

Lema 2.1 (Forma de Smith-McMillan)

Considérese una matriz de transferencia G(z) ∈ Cn×n escrita como

G(z) =
1

p(z)
N(z), (2.2.5)

donde N(z) es una matriz polinomial de rango r y p(z) es el mı́nimo común denominador
de todos los elementos de G(z). Entonces existen matrices unimodulares1 U1(z) y U2(z)
tales que

G(z) = U1(z)GSM (z)U2(z), (2.2.6)

1Dı́cese de una matriz polinomial no singular con determinante constante.
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donde

GSM (z) = diag

{
ε1(z)
δ1(z)

, . . . ,
εr(z)
δr(z)

, 0, . . . , 0
}

, (2.2.7)

y εi(z), δj(z) son polinomios coprimos si i = j. La matriz GSM (z) corresponde a la forma
de Smith-McMillan de G(z).

Demostración:

Ver [67] donde, además, se entrega un algoritmo para calcular expĺıcitamente los poli-
nomios εi(z) y δi(z).

¤¤¤

Definición 2.1 (Polos y ceros MIMO)

Dada una matriz de transferencia G(z) ∈ Cn×n y su forma de Smith-McMillan GSM (z),
entonces:

(a) El polinomio de ceros finitos de G(z) está dado por pc(z) =
∏r

i=1 εi(z). Las ráıces de este
polinomio se definen como los ceros de la matriz de transferencia G(z). Similarmente,
la multiplicidad algebraica de un cero de G(z) se define como la multiplicidad que éste
tiene en pc(z).

(b) El polinomio de polos de G(z) está dado por pp(z) =
∏r

i=1 δi(z). Las ráıces de este
polinomio se definen como los polos de la matriz de transferencia G(z). Similarmente,
la multiplicidad algebraica de un polo de G(z) se define como la multiplicidad que éste
tiene en pp(z).

Si bien la noción de polos y ceros para sistemas MIMO dada en la Definición 2.1 es
precisa, ésta resulta engorrosa de manejar debido a la necesidad de construir la forma de
Smith-McMillan de la matriz de transferencia. Una caracterización alternativa de estos im-
portantes rasgos dinámicos se puede obtener mediante la generalización de los conceptos de
numerador y denominador de funciones de transferencia heredados de la teoŕıa de sistemas
SISO. Esta generalización queda de manifiesto en el siguiente lema [6,67,68].

Lema 2.2 (Polos, ceros y factorizaciones coprimas polinomiales)

Sea la matriz de transferencia G(z) ∈ Cn×n. Entonces,

(a) Siempre es posible realizar las factorizaciones coprimas

G(z) = DI
−1(z)NI(z), (2.2.8)

= ND(z)DD
−1(z), (2.2.9)
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donde NI(z), DI(z), ND(z) y DD(z) son matrices polinomiales. Las representaciones
(2.2.8) y (2.2.9) se denominan factorizaciones coprimas polinomiales izquierda y derecha,
respectivamente.

(b) Todo cero de G(z) es también cero de NI(z) y ND(z).

(c) Todo polo de G(z) es también cero de DI(z) y DD(z).

Demostración:

Ver [68,70].

¤¤¤

Debe enfatizarse que no es común en la literatura técnica usar el nombre polinomial
para las factorizaciones coprimas definidas en el Lema 2.2(a). En esta tesis se incluye para
efectos de distinguirlas de las factorizaciones coprimas en RH∞ definidas más adelante en la
Sección 2.3. Además, hay que notar que la caracterización de polos y ceros dada en el Lema
2.2(b) y (c) es sólo en un sentido, es decir, no todos los ceros de DI(z) o DD(z) (ceros de
NI(z) o ND(z)) son polos (ceros) de la matriz de transferencia G(z) (ver [6]).

El resultado del Lema 2.2 permite definir una caracteŕıstica dinámica exclusiva de los
sistemas MIMO: la direccionalidad de ceros y polos.

Definición 2.2 (Direcciones de polos y ceros)

Sea G(z) ∈ Cn×n una matriz de transferencia con factorizaciones coprimas dadas por (2.2.8)
y (2.2.9). Supóngase además que G(z) tiene un cero en z = c y un polo en z = p, entonces:

(a) El cero en z = c tiene dirección izquierda ηI ∈ Cn×1 y dirección derecha ηD ∈ Cn×1 si
y sólo si

ηI
HND(c) = 0, (2.2.10)

NI(c)ηD = 0, (2.2.11)

con ||ηI || = ||ηD|| = 1.

(b) El polo en z = p tiene dirección izquierda µI ∈ Cn×1 y dirección derecha µD ∈ Cn×1 si
y sólo si

µI
HDD(c) = 0, (2.2.12)

DI(c)µD = 0, (2.2.13)

con ||µI || = ||µD|| = 1.
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De acuerdo a esta definición, entonces, en los sistemas MIMO los polos y ceros no están
definidos sólo por su ubicación en el plano complejo, ya que adicionalmente tienen un vector
dirección asociado. Una interpretación más clara de esta idea puede notarse a partir de
(2.2.10)-(2.2.13):

(a) Si z = c es un cero de G(z), entonces NI(c) y ND(c) son de rango deficiente y ηI , (ηD)
es un elemento de la base del espacio nulo izquierdo (derecho) de ND(c), (NI(c)).

(b) Si z = p es un polo de G(z), entonces DD(p) y DI(p) son de rango deficiente y µI , (µD)
es un elemento de la base del espacio nulo izquierdo (derecho) de DI(p), (DD(p)).

La aparición de las direcciones asociadas a polos o ceros no debeŕıa llamar la atención
teniendo en cuenta la naturaleza misma de los sistemas MIMO. En efecto, en forma análoga a
la propiedad de bloqueo de los ceros de sistemas SISO [6], los ceros de sistemas MIMO (o polos
para el caso del inverso del sistema) tienen una propiedad de bloqueo para ciertas direcciones
de la entrada. Un desarrollo acabado sobre este tema se puede encontrar en [6, 7, 28,71].

Para efectos de esta tesis, resulta de crucial importancia el concepto de ceros de fase
(no) mı́nima definido a continuación.

Definición 2.3 (Ceros de fase no mı́nima)

Sea G(z) ∈ Cn×n con un cero en z = c. El cero en z = c se denomina de fase mı́nima
(FM) si y sólo si |c| < 1; en caso contrario el cero se denomina de fase no mı́nima (FNM).
Además, si G(z) posee sólo ceros de FM (FNM), se denomina sistema de FM (FNM).

Otra caracteŕıstica dinámica importante de los sistemas dinámicos son los retardos. Para
el caso de sistemas de tiempo continuo estos rasgos dificultan la teoŕıa ya que fuerzan a que
la dinámica del sistema sea de orden infinito [6]. Sin embargo, para el caso de tiempo discreto
su tratamiento es bastante simple y no constituye un mayor complicación con respecto a
las definiciones que ya hemos realizado. En efecto, los retardos en tiempo discreto agregan
un número finito de estados a la representación (2.2.1), traduciéndose en polos en el origen
y ceros adicionales en la matriz de transferencia [6, 72]. Esta tesis presenta un tratamiento
unificado respecto a este punto, lo cual queda de manifiesto en la siguiente observación.

Observación 2.1 (Retardos y ceros en infinito)

Los retardos en sistemas de tiempo discreto se traducen en polos de G(z) ubicados en z = 0 y
ceros finitos adicionales (cuando el retardo es fraccionario respecto del peŕıodo de muestreo).
En esta tesis los retardos se tratan de manera unificada usando el hecho que un polo en z = 0
es equivalente a un cero de FNM ubicado en z → ∞. En relación con la Definición 2.2, si
G(z) tiene un cero en infinito, esta idea se entiende en el ĺımite, es decir

KI = ĺım
z→∞

NI(z), (2.2.14)

KD = ĺım
z→∞

ND(z), (2.2.15)
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son matrices de rango deficiente. Las direcciones asociadas a los ceros en infinito se entien-
den de manera similar a la Definición 2.2(a) usando KI y KD en vez de NI(z) y ND(z).
Además, si np (nc) es el número de polos (ceros) de G(z), entonces se define el grado rela-
tivo de G(z) como grel {G(z)} = np − nc = det {G(z)} y es igual al número de ceros en ∞
de G(z).

Para concluir esta sección, se presentan algunas definiciones de terminoloǵıa que extien-
den conceptos conocidos de sistemas SISO al caso de los sistemas MIMO usando las ideas
expuestas previamente.

Definición 2.4 (Matrices propias e impropias)

Sea G(z) ∈ Cn×n. G(z) se dice:

(a) propia si y sólo si grel {G(z)} ≥ 0,

(b) estrictamente propia si y sólo si grel {G(z)} > 0,

(c) bipropia si y sólo si grel {G(z)} = 0,

(d) impropia si grel {G(z)} < 0.

2.2.3. Estabilidad de sistemas MIMO

La estabilidad es un concepto crucial en teoŕıa de sistemas y se define a continuación.

Definición 2.5 (Estabilidad de sistemas)

Una sistema lineal e invariante en el tiempo se dice estable si su salida permanece acotada
para cualquier entrada y condición inicial acotadas.

La caracterización de los sistemas MIMO estables se extiende de manera directa desde
el caso SISO, como lo expone el siguiente resultado.

Lema 2.3 (Estabilidad de una matriz de transferencia)

Un sistema de tiempo discreto, lineal e invariante en el tiempo descrito por su matriz de
transferencia G(z) ∈ Cn×n es estable si y sólo si todos su polos están en la región |z| < 1.

En lo sucesivo y con un ligero abuso de lenguaje, si G(z) tiene un polo en z = p, diremos
que es un polo estable (inestable) si |p| < 1 (|p| ≥ 1).

2.2.4. Ejemplo

El siguiente ejemplo numérico ilustra los conceptos discutidos en las secciones anteriores.
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Ejemplo 2.1: Considérese la matriz de transferencia

G(z) =




z − 2
z

z − 2
z2

z + 4
z + 0.56

5
z


 (2.2.16)

Empleando el algoritmo descrito en [6,67,68] la forma de Smith-McMillan de G(z) resulta

GSM (z) =




25
(z2(25z + 14))

0

0 0,1(z − 2)(10z − 3)


 , (2.2.17)

lo cual indica que G(z) tiene tres polos en {0, 0,−0.56} y dos ceros en {2, 0.3}. Esto implica
que grel {G(z)} = 1 y, por ende, es estrictamente propia y tiene un cero en ∞. Con un ligero
abuso de notación, el conjunto de ceros de FNM de G(z) puede escribirse como {2,∞}.
La factorización coprima polinomial derecha de G(z) se obtiene en base al procedimiento
descrito en [68] y resulta

ND(z) =




(z − 2)(z + 0.56) z − 2

z(z + 4) 5z


 , (2.2.18)

DD(z) =




z(z + 0.56) 0

0 z2


 . (2.2.19)

Además, a continuación se calcula en forma expĺıcita algunas de las direcciones izquierdas
asociadas a los polos y ceros de G(z):

- Para el cero en c1 = 2 se tiene

ND(2) =




0 0

12 10


 , (2.2.20)

por lo tanto ηI1 =
[
1 0

]T

.

- Para el cero en c2 = ∞ se tiene

ĺım
z→∞

ND(z) =




1 0

1 0


 , (2.2.21)
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por lo tanto ηI2 =
[
−1/

√
2 1/

√
2

]T

.

Para el polo en p1 = −0.56 se tiene

DD(p1) =




0 0

0 p2
1


 , (2.2.22)

por lo tanto µI1 =
[
1 0

]T

.

2.3. Matrices de transferencia y espacios de funciones

En esta sección se relacionan los conceptos de Análisis Funcional expuestos en el Apéndice
A con las ideas relativas a sistemas lineales que serán de utilidad a lo largo de esta tesis. Debe
destacarse que dichas herramientas matemáticas son claves para la obtención de los resulta-
dos de este trabajo y constituyen la herramienta técnica fundamental para la construcción
de sus principales contribuciones.

Para efectos de la teoŕıa de sistemas y señales, la definición del espacio L2 en el Apéndice
A puede ser interpretada de dos maneras distintas que se precisan a continuación.

Observación 2.2 (Interpretación de RL2)

(a) Sea F (z) ∈ Cn×n una matriz de transferencia racional en z. De acuerdo a la parte (a)
de la Definición A.15, si F (z) no tiene polos en |z| = 1, entonces F (z) ∈ RL2. En
estas condiciones, RL2 puede ser visto como un espacio de sistemas lineales de tiempo
discreto.

(b) Sea f(t) ∈ Rn una señal de tiempo discreto tal que F (z) = Z {f(t)}. Si F (z) está bien
definida ∀z ∈ C tal que |z| = 1, entonces F (z) ∈ RL2. En estas condiciones, RL2 puede
ser visto como un espacio de señales de tiempo discreto.

Se recalca que si bien en términos operatorios la distinción anterior no es necesaria, ésta tiene
importancia conceptual y debe tenerse siempre presente. En lo sucesivo, no se precisará sobre
la naturaleza de los elementos en RL2 ya que ésta siempre se puede deducir del contexto en
el cual se esté trabajando.

En base a los resultados del Lema A.4, la ortogonalidad de RH2 y RH⊥2 permite es-
tablecer que para cualquier matriz de transferencia G(z) ∈ RL2 se puede hallar una des-
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composición ortogonal de la forma

G(z) = [G(z)]2 + [G(z)]⊥ (2.3.1)

donde [G(z)]2 ∈ RH2 y [G(z)]⊥ ∈ RH⊥2 . Nótese que de acuerdo a la definición de RH2

y RH⊥2 en el Lema A.4, las matrices de transferencia que pertenecen a RH2 son estables
y estrictamente propias. Por otro lado, si G(z) es bipropia o impropia y tiene sólo polos
inestables, entonces G(z) ∈ RH⊥2 . Esto implica que la descomposición ortogonal (2.3.1) se
puede realizar mediante un expansión en fracciones parciales apropiada de G(z) y recono-
ciendo aquellos términos que están en RH2 o RH⊥2 en base a la ubicación de sus polos y su
grado relativo.

A fin de simplificar la notación en los desarrollos futuros, se define el espacio RH∞ como
sigue.

RH∞ = {G(z) ∈ RL2 : G(z) es estable y propia} (2.3.2)

El espacio RH∞ es un subespacio de RL2 y su nombre proviene del hecho que todas las
matrices de transferencia que están en RH∞ tienen norma ∞ definida. Más detalles sobre
este espacio se pueden encontrar en [14]. Toda matriz de transferencia en RH∞ tiene una
parte en RH⊥2 (su porción constante) y otra en RH2 (su porción estrictamente propia).
Finalmente, aprovechando la definición de RH∞ se presenta el siguiente lema referente a
las factorizaciones coprimas que usaremos a lo largo de este escrito y que es una extensión
del Lema 2.2.

Lema 2.4 (Factorizaciones coprimas en RH∞)

Sea la matriz de transferencia G(z) ∈ Cn×n, entonces siempre es posible realizar las facto-
rizaciones coprimas

G(z) = DI
−1(z)NI(z), (2.3.3)

= ND(z)DD
−1(z), (2.3.4)

donde NI(z), DI(z), ND(z) y DD(z) son matrices de transferencia en RH∞. Las repre-
sentaciones (2.3.3) y (2.3.4) se denominan factorizaciones coprimas en RH∞ izquierda y
derecha, respectivamente.

Demostración:

La demostración de este importante resultado se puede hallar en [73].

¤¤¤
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El resultado del Lema 2.4 es muy útil para la derivación de los resultados del Caṕıtulo
3. Si G(z) es propia, entonces la obtención de una factorización coprima en RH∞ para
G(z) se puede realizar en forma computacional mediante la resolución de un problema de
realimentación del estado observado equivalente, tal y como se detalla en [6]. Las nociones
de polos y ceros (y sus respectivas direcciones) dadas en el Lema 2.2 y en la Definición 2.2 se
extienden de manera directa al caso en que se emplean factorizaciones coprimas en RH∞ en
vez de polinomiales. En lo sucesivo, siempre trabajaremos con factorizaciones coprimas en
RH∞ debido a que pueden ser manipuladas de manera conveniente usando las propiedades
del espacio RL2.

El siguiente ejemplo numérico ilustra las ideas discutidas más arriba.

Ejemplo 2.2: Considérese la matriz de transferencia

G(z) =




z3

(z − 2)(z − 0.5)
1

(z − 3)
1

(z − 0.8)
z

(z − 0.5)


 ∈ RL2 (2.3.5)

Mediante una expansión en fracciones parciales se obtiene la descomposición ortogonal en
L2 para G(z) como

G(z) =




−0.083333
(z − 0.5)

0

1
(z − 0.8)

0.5
(z − 0.5)




︸ ︷︷ ︸
=[G(z)]2∈RH2

+




(z2 + 0.5z + 0.3333)
(z − 2)

1
(z − 3)

0 1




︸ ︷︷ ︸
=[G(z)]⊥∈RH⊥2

(2.3.6)

Por otro lado, usando el procedimiento descrito en [6] los factores coprimos izquierdo y
derecho en RH∞ para [G(z)]2 son

NI(z) =
1

p(z)



−0.083(z − 0.6523)(z − 0.4091) 0.0095(z − 0.8)

(z − 0.5128)(z − 0.488) 0.5(z − 0.8)(z − 0.4979)


 , (2.3.7)

DI(z) =
1

p(z)




(z − 0.2724)(z − 0.5)(z − 0.5608) 0.019(z − 0.8)(z − 0.5)

0.034(z − 0.4462)(z − 0.5) (z − 0.8)(z − 0.5)(z − 0.4979)


 ,

(2.3.8)
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ND(z) =
1

p(z)



−0.083(z − 0.8)(z − 0.4425) 0.0093(z − 0.8)

(z − 0.5363)(z − 0.4959) 0.5(z − 0.6165)(z − 0.4955)


 , (2.3.9)

DD(z) =
1

p(z)




(z − 0.5)(z − 0.4425)(z − 0.8) −0.11(z − 0.8)(z − 0.5)

−0.18(z − 0.5)(z − 0.4983) (z − 0.3841)(z − 0.5)(z − 0.5045)


 ,

(2.3.10)

p(z) = (z − 0.5648)(z − 0.4957)(z − 0.2706). (2.3.11)

2.4. Factorizaciones de ceros en sistemas MIMO

Las contribuciones más importantes de esta tesis descansan en la factorización de ceros
para una determinada matriz de transferencia. Esto se realiza mediante la construcción
del interactor de ceros y constituye el tema principal de esta sección. El desarrollo de los
interactores de ceros se remonta algunas décadas atrás con los estudios originales reportados
en [19]. Los diversos problemas que adolecen los interactores definidos en dicho trabajo son
detallados en [21–23] y para superarlos en [24] se propone el interactor unitario basado en los
resultados de [22]. Un algoritmo para la estimación del interactor unitario se entrega en [23]
y la forma expĺıcita se obtiene en [12] por medio de una generalización de los resultados
parciales en [10, 11, 27]. El enfoque empleado en esta tesis respecto a este tema se basa
principalmente en [12,28].

2.4.1. Motivación

Caso SISO

Tal y como se expone de manera exhaustiva en [6], la construcción de inversos de sistemas
es un elemento inevitablemente presente en la teoŕıa de control. Ahora bien, es conocido que
la dificultad de inversión de sistemas se debe a que usualmente el inverso de una matriz de
transferencia es impropio y/o, en caso que el sistema sea de FNM, inestable. Esto motiva
idear una metodoloǵıa sistemática para la construcción de inversos aproximados estables de
sistemas lineales.

Consideremos por simplicidad un sistema SISO de tiempo discreto con función de trans-
ferencia

f(z) =
z − 3

(z − 0.5)(z − 0.1)
∈ RH2, (2.4.1)
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del cual se desea construir un inverso aproximado f̃−1(z). El inverso exacto de f(z) es

f−1(z) =
(z − 0.1)(z − 0.5)

z − 3
∈ RH⊥2 , (2.4.2)

el cual ciertamente es impropio e inestable. Una forma conveniente de solucionar el problema
de grado relativo es incluir un polo en z = 0 en la construcción del inverso. Dicho factor
tiene una respuesta en frecuencia unitaria y, por ende, su inclusión no afecta la magnitud de
la respuesta en frecuencia del inverso aproximado con respecto a f−1(z). Por otro lado, el
problema de estabilidad se puede sobrellevar si se hace una consideración similar: si el factor
que agrega el polo inestable en z = 3 se cambia por uno que incluya el reflejo estable de dicho
polo, tampoco se altera la magnitud de la respuesta en frecuencia del inverso aproximado.
Este análisis permite establecer que el inverso aproximado

f̃−1(z) =
(z − 0.1)(z − 0.5)

z(1− 3z)
∈ RH∞ (2.4.3)

tiene una respuesta en frecuencia de magnitud idéntica a aquella de f−1(z). Diremos en-
tonces que

ξf (z) =
z(1− 3z)

z − 3
∈ RH⊥2 , (2.4.4)

es un interactor de ceros de f(z) ya que factoriza el cero en ∞ y en z = 3 de f(z) en
el sentido que f̃(z) = ξf (z)f(z) no posee dichos ceros. La metodoloǵıa expuesta en este
ejemplo simple se puede generalizar de manera simple a cualquier planta SISO2: basta con
agregar tantos polos en z = 0 en el inverso como grado relativo tenga f(z) y cambiar todos
los ceros de FNM de f(z) por sus respectivos reflejos estables.

Otro modo de visualizar el procedimiento anterior para hallar el interactor ξf (z) es
pensar en hallar una función de transferencia en RH⊥2 que cancele los ceros de FNM de
f(z) y los reemplace por sus respectivos reflejos estables. De este modo, para cancelar un
cero de FNM en ∞, ξf (z) necesariamente debe contener un cero en z = 0 y, de la misma
manera, debe contener como polo al cero de FNM de f(z) y como cero al reflejo estable de
éste.

Extensión de la idea al caso MIMO

La idea es poder extender el concepto recién expuesto para sistemas escalares a sis-
temas MIMO. Como es de esperar, la construcción es ciertamente más complicada debido
al fenómeno de direccionalidad de los ceros discutido al comienzo de este caṕıtulo. A con-
tinuación se expone una forma intuitiva de construcción de un interactor de ceros MIMO.

2siempre y cuando f(z) no tenga ceros en la circunferencia unitaria, ya que en ese caso los reflejos son
inestables.
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Se enfatiza que el análisis que sigue es de tipo intuitivo y no pretende en absoluto ser
una exposición formal del tema (vista en la sección siguiente). Considérese la matriz de
transferencia

G(z) =




1 0

(z−4)
z

(z−2)
z


 , (2.4.5)

que tiene un cero de FNM en z = 2 con dirección izquierda normalizada η =
[
1/
√

2 1/
√

2

]T

.

Construir una matriz de transferencia que cancele dicho cero de FNM no parece ser directo.
No obstante, dada la forma de G(z), podemos pensar en concentrar el cero en una fila a
fin de poder cancelarlo. Esto se puede conseguir si se multiplica a G(z) por una matriz
que reubique el factor (z − 2) en, por ejemplo, todos los elementos de la primera fila. Si

construimos un matriz P =
[
η U

]
de modo tal que U se elige para que P sea unitaria3,

se puede conseguir lo deseado. En efecto, una posible elección para P es

P =




1/
√

2 −1/
√

2

1/
√

2 1/
√

2


 , (2.4.6)

con lo cual el producto P T G(z) resulta

P T G(z) =




√
2(z − 2)

z

1√
2

(z − 2)
z

−2
√

2
z

1√
2

(z − 2)
z


 . (2.4.7)

Como ahora el cero en z = 2 está en cada uno de los elementos de la primera fila, podemos
cancelarlo y reemplazarlo por su reflejo estable sin problemas si premultiplicamos a P T G(z)
por una matriz de transferencia diagonal M(z) elegida como

M(z)P T G(z) =




1− 2z

z − 2
0

0 1







√
2(z − 2)

z
1√
2

(z − 2)
z

−2
√

2
z

1√
2

(z − 2)
z


 (2.4.8)

=



−2
√

2(z − 0.5)
z

−√2(z − 0.5)
z

−2
√

2
z

1√
2

(z − 2)
z


 . (2.4.9)

3Esto se puede hacer con el algoritmo de ortonormalización de Gram-Schmidt, ver [74].
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Se puede notar que la matriz M(z)P T G(z) no tiene el cero en z = 2, por lo cual sólo resta
deshacer los cambios hechos con la matriz P T premultiplicando por su inversa, a saber,
P−T . Sin embargo, como P T es unitaria esto último es equivalente a premultiplicar por P .
Luego de este procedimiento resulta que la matriz

PM(z)P T G(z) =



−2(z − 1.5)

z

−1.5(z − 1)
z

−2(z + 0.5)
z

−0.5(z + 1)
z


 , (2.4.10)

no tiene el cero en z = 2, tiene un cero en z = 0.5 y posee la misma ganancia a continua
que G(z). La matriz PM(z)P T , entonces, cancela el cero de FNM en z = 2 de G(z) y lo
reemplaza por su reflejo estable. Debe notarse que en base a la construcción de dicha matriz,
ésta se puede escribir de dos maneras compactas como sigue

PM(z)P T =
[
η U

]



1− 3z

z − 3
0

0 1







ηT

UT


 (2.4.11)

=
1− 3z

z − 3
ηηT + UUT (2.4.12)

En la sección siguiente se generaliza formalmente la idea recién descrita para la construcción
de un interactor de ceros.

2.4.2. Interactor unitario de ceros

Antes de enunciar el método mediante el cual se construye el interactor unitario de ceros,
se hace necesario hacer algunas definiciones formales de éste y otros conceptos relacionados
que usaremos a lo largo de esta tesis.

Definición 2.6 (Factorizaciones de ceros y tipos de interactores)

Sea A(z) ∈ RH∞ no singular casi en todas partes (c. e. t. p.) y def́ınase su conjunto de
ceros de FNM (contando multiplicidades) como C. Entonces:

(a) Factorizar un cero en z = c ∈ C con multiplicidad algebraica αc es equivalente a construir
una matriz L(z) no singular c. e. t. p. tal que A(z) = L(z)−1B(z) y B(z) tiene el cero
en z = c con multiplicidad αc − 1. En otras palabras, la matriz L(z) extrae un cero en
z = c.

(b) Si A(z) ∈ RH∞, entonces nos referiremos a la matriz L(z) como el interactor izquierdo
de ceros generalizado (GLI) si y sólo si L(z) es no singular c. e. t. p. y FM tal que
L(z)A(z) es bipropia, FM y estable. En otras palabras, un GLI extrae todos los ceros
de FNM de A(z).



2.4. FACTORIZACIONES DE CEROS EN SISTEMAS MIMO 22

(c) Si la matriz L(z) es un GLI y además es unitario y de ganancia a continua identi-
dad, esto es L(1) = I, se denomina interactor unitario izquierdo de ceros generalizado
(GLUI). El GLUI asociado a la matriz de transferencia A(z) ∈ RH∞ será denotado
por ξA(z).

(d) Si A(z) ∈ RH∞ y Cp = {c1, c2, . . . , cp} ⊂ C es un subconjunto de los ceros de FNM de
A(z), entonces nos referiremos a la matriz ξ

Cp

A (z) como el interactor de ceros unitario
izquierdo (LUI) asociado a Cp si y sólo si es no singular c. e. t. p., FM, unitaria,
tiene ganancia a continua identidad y factoriza en A(z) todos los ceros de Cp. En otras
palabras, la matriz ξ

Cp

A (z)A(z) no contiene ninguno de los ceros de FNM en Cp.

En lo sucesivo nos interesarán sólo los interactores unitarios (GLUI y LUI) debido a que
tienen la propiedad enunciada en la Definición A.16(a), fundamental para los desarrollos
posteriores. El lema expuesto a continuación entrega las condiciones para la existencia del
GLUI y el procedimiento general su construcción. Esta construcción está basada en los
resultados de [2, 12,75] y se puede aplicar, mutatis mutandis, a la construcción de LUI.

Lema 2.5 (Interactor unitario izquierdo de ceros)

Sea A(z) ∈ RH∞ no singular c. e. t. p., entonces ξA(z) existe si y sólo si A(z) no tiene
ceros sobre la circunferencia unitaria. Además, si C = {c1, c2, . . . , cnc} es el conjunto de
ceros de FNM (contando multiplicidades) de A(z), entonces ξA(z) se puede construir como

ξA(z) =
nc∏

i=1

Lnc−i+1(z) ∈ RH⊥2 , (2.4.13)

donde

Li(z) = fi(z)ηiηi
H + UiUi

H , fi(z) =





(1−zc̄i)(1−ci)
(z−ci)(1−c̄i)

si |ci| < ∞

z si ci = ∞
, (2.4.14)

con ηi miembro de una base ortonormal del espacio nulo izquierdo Âi(ci), donde

Â1(z) = A(z), (2.4.15)

Âi+1(z) = Li(z)Âi(z), i = 1, · · · , nc − 1, (2.4.16)

y la matriz Ui es tal que
[
ηi Ui

]
es unitaria.

Demostración:

Ver [12].
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¤¤¤

Observación 2.3 (Interactor unitario derecho de ceros)

El Lema 2.5 se puede extender a la idea de interactor unitario derecho de ceros generalizado
(GRUI), en el sentido que la matriz ξA(z) es un GRUI si y sólo si el producto A(z)ξA(z) es
bipropio, FM, estable, y ξA(z) es unitario y de ganancia a continua identidad. Esta extensión
se realiza de manera directa empleando ηi en el Lema 2.5 como miembros de una base
ortonormal del espacio nulo derecho de Âi(ci) y definiendo los productos apropiadamente
[12,28].

Se debe destacar que el Lema 2.5 no dice nada respecto de la unicidad del GLUI. De
hecho, en este tópico está una de las contribuciones de esta tesis y, dado que requiere
resultados adicionales, se abordará más adelante en el Caṕıtulo 4.

A fin de clarificar el procedimiento de construcción descrito por el Lema 2.5, a continua-
ción se desarrolla un ejemplo numérico ilustrativo.

Ejemplo 2.3: Considérese la matriz de transferencia

G(z) =




1
z

(z − 2)
z4

2
(z − 0.5)

(z − 2)
z3




. (2.4.17)

Por inspección de la forma de Smith McMillan de G(z) se puede establecer que su conjunto
de polos es P = {0.5, 0, 0, 0, 0} y tiene dos ceros finitos en z = 2 y z = 2.5. Esto implica
que grel {G(z)} = 3 y, entonces, G(z) tiene tres ceros en infinito. El conjunto de ceros de
FNM de G(z) puede escribirse como C = {∞,∞,∞, 2.5, 2}. De este modo, siguiendo el
procedimiento y la notación descrita en el Lema 2.5 se tiene que:

- Ĝ1(z) = G(z) y entonces

ĺım
z→∞

Ĝ(z) = 0 ⇒ η1 =

[
1 0

]T

, (2.4.18)

L1(z) =




z 0

0 1




. (2.4.19)
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- Ĝ2(z) = L1(z)Ĝ1(z) y entonces

ĺım
z→∞

Ĝ2(z) = 0 ⇒ η2 =

[
0 1

]T

, (2.4.20)

L2(z) =




1 0

0 z




. (2.4.21)

- Ĝ3(z) = L2(z)Ĝ2(z) y entonces

ĺım
z→∞

Ĝ3(z) =




1 0

2 0




⇒ η3 =

[
2/
√

5 −1/
√

5

]T

, (2.4.22)

L3(z) =




0.8(z + 0.25) −0.4(z − 1)

−0.4(z − 1) 0.2(z + 4)




. (2.4.23)

- Ĝ4(z) = L3(z)Ĝ3(z) y entonces

Ĝ4(2.5) =




0.7 0.0224

2.65 0.0848




⇒ η4 =

[
−0.967 0.255

]T

, (2.4.24)

L4(z) =




−2.2717(z − 0.3397)
(z − 2.5)

0.86423(z − 1)
(z − 2.5)

0.86423(z − 1)
(z − 2.5)

0.77171(z − 2.944)
(z − 2.5)




. (2.4.25)
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- Ĝ5(z) = L4(z)Ĝ4(z) y entonces

Ĝ5(2) =




0.69 0

2.81 0




⇒ η5 =

[
−0.971 0.239

]T

, (2.4.26)

L5(z) =




−1.8285(z − 0.4531)
(z − 2)

0.69652(z − 1)
(z − 2)

0.69652(z − 1)
(z − 2)

0.82848(z − 2.207)
(z − 2)




. (2.4.27)

Finalmente, el GLUI resulta

ξG(z) =
1∏

i=5

Li(z) (2.4.28)

=




4.1511z(z + 0.4218)(z2 − 1.126z + 0.38)
(z − 2)(z − 2.5)

−1.3307z(z − 1)(z2 − 0.6743z + 1.56)
(z − 2)(z − 2.5)

−2.0756z(z − 1)(z2 − 0.4323z + 0.6411)
(z − 2)(z − 2.5)

0.66534z(z + 2.371)(z2 − 2.963z + 2.632)
(z − 2)(z − 2.5)




.

(2.4.29)

2.5. Lazo de control MIMO

2.5.1. Aspectos básicos

El problema básico de control consiste en hallar un modo técnicamente factible de lograr
que la salida de un proceso se comporte de un modo deseado y pre-establecido. Este objetivo
se puede conseguir mediante la realimentación de las variables sensadas sobre el proceso a
un mecanismo de decisión (controlador). De este modo, el controlador debe ser capaz de
manipular las entradas a la planta logrando un efecto correctivo sobre las salidas y aśı con-
seguir el comportamiento deseado. Una consideración clave es que el control del proceso
debe ser efectivo incluso bajo perturbaciones externas que puedan alterar las variables de
interés. Una discusión acabada sobre el problema de control y sus interpretaciones puede
ser encontrada en [6].

En el contexto de sistemas lineales, el modo estándar de dar solución al problema de
control es considerar la arquitectura de la Fig. 2.1. Dicho esquema de realimentación consta
de un controlador C(z) que, en base a la comparación entre la referencia r(t) y la medición
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ym(t) (llamada señal de error, e(t)), genera la señal de actuación u(t) que debe ser aplicada
al proceso. El controlador se diseña de modo tal que, en estado estacionario, la señal de
error se lleve a cero y por ende se tenga seguimiento perfecto de la referencia por parte
de la salida y(t). Nótese que esto debe ocurrir a pesar de la existencia de perturbaciones
exógenas, di(t) y do(t), y la inevitable presencia de ruido de medición dm(t) en la variable
realimentada.

Además, se debe considerar que el controlador se diseña en base a un modelo nominal del
proceso, usualmente denotado por Go(z), que es una aproximación de la dinámica real del
sistema. Esto implica que un buen diseño de control debeŕıa también considerar robustez ante
imperfecciones del modelo Go(z) con respecto al proceso G(z). Respeto a este tópico, un
tratamiento conciso e ilustrativo se puede hallar en [15] y una discusión rigurosa y bastante
más técnica en [14]. En esta tesis, a excepción del último caṕıtulo, se considerará que el
modelo del proceso es perfecto y, en consecuencia, no es necesario realizar ningún tipo
de consideración especial respecto a la robustez del lazo. Este enfoque se adopta a fin de
concentrar la atención de este trabajo en el problema de forzar restricciones estructurales
en el controlador (ver Caṕıtulo 5).

- - - - - -
? ?

¾

6

6

C(z) G(z)±°
²¯

±°
²¯

±°
²¯

±°
²¯

R(z) E(z)

Ym(z)

U(z)

Di(z) Do(z)

Y (z)

Dm(z)

+

− + +

+ +

+

+

Figura 2.1. Lazo de control estándar

En base al diagrama de bloques de la Fig. 2.1, las ecuaciones que rigen la evolución de
las señales de interés son [6]:

Y (z) = To(z)R(z)− To(z)Dm(z) + So(z)Do(z) + Sio(z)Di(z), (2.5.1)

E(z) = So(z)R(z) + To(z)Dm(z)− So(z)Do(z)− Sio(z)Di(z), (2.5.2)

U(z) = Suo(z) (R(z)−Do(z)−Dm(z))− Suo(z)Go(z)Dm(z), (2.5.3)
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donde Y (z) = Z {y(t)}, U(z) = Z {u(t)} y aśı sucesivamente, y las funciones

So(z) = (I + G(z)C(z))−1
, (2.5.4)

To(z) = I − So(z), (2.5.5)

Sio(z) = So(z)G(z), (2.5.6)

Suo(z) = G−1(z)To(z), (2.5.7)

corresponden a las funciones de sensibilidad del lazo. To(z) se denomina sensibilidad com-
plementaria, So(z) es la sensibilidad, Sio(z) es la sensibilidad de entrada y Suo(z) es la
sensibilidad de control.

2.5.2. Requerimientos sobre el lazo

Los requerimientos sobre un lazo pueden ser muchas y de diversa ı́ndole. No obstante,
éstos se pueden clasificar en tres grupos fundamentales: realizabilidad, estabilidad y de-
sempeño. A continuación se detallan las ideas claves respecto a cada uno.

Realizabilidad

Este requisito dice relación con la factibilidad de implementación del controlador. Esto se
puede conseguir si y sólo si el controlador puede ser descrito por una matriz de transferencia
propia.

Estabilidad

La estabilidad de un lazo está garantizada en base al siguiente resultado4.

Lema 2.6 (Estabilidad de un lazo de control)

Un lazo de control como el de la Fig. 2.1 es estable si y sólo si las cuatro funciones de sensi-
bilidad To(z), So(z), Sio(z), Suo(z) y la matriz de transferencia Suo(z)G(z) son estables.

Demostración:

Ver [6] y su fe de erratas.

¤¤¤

El resultado del Lema 2.6 entrega condiciones para la estabilidad un lazo de control.
Esta condición requiere analizar la estabilidad de cinco matrices de transferencia, lo cual
en la gran mayoŕıa de los casos puede ser engorroso. Esta dificultad se puede superar por
medio del siguiente lema.

4Debe notarse que en esta tesis no se hace distinción entre los conceptos de estabilidad y estabilidad
interna definidos en [6].
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Lema 2.7 (Estabilidad y condiciones de interpolación)

Sea G(z) ∈ Cn×n en el esquema de control de la Fig. 2.1. Def́ınase la factorización co-
prima derecha (izquierda) en RH∞ de G(z) como G(z) = ND(z)DD

−1(z) (G(z) =
DI

−1(z)NI(z)) y

C = {c1, c2, . . . , cnc
} , (2.5.8)

P =
{
p1, p2, . . . , pnp

}
, (2.5.9)

como el conjunto de ceros de FNM y polos inestables de G(z), respectivamente. Si la multi-
plicidad algebraica del cero de FNM en z = ci (polo inestable en z = pi) se denota por αci

(αpi
), entonces el lazo de control es estable si y sólo si una de las funciones de sensibilidad

es estable y se cumple

ηIi
H

(
ξj

ci
(z)To(z)

)∣∣
z=ci

= 0, ∀i = 1, 2, . . . , nc, ∀j = 0, 1, . . . , αci − 1 (2.5.10)
(
To(z)ξj

pi
(z)

)∣∣∣
z=pi

µDi = ξj
pi

(pi)µDi, ∀i = 1, 2, . . . , np, ∀j = 0, 1, . . . , αpi − 1

(2.5.11)

donde ηIi es la dirección izquierda asociada al cero FNM en z = ci, µDi es la dirección
derecha asociada al polo en z = pi y las matrices ξj

ci
(z) (ξj

pi
(z)) son tales que factorizan j

ceros de FNM en z = ci (z = pi) por la izquierda (derecha) de ND(z) (DI(z)), es decir la
matriz

ξj
ci

(z)ND(z), (2.5.12)

tiene un cero de FNM en z = ci con multiplicidad algebraica αci − j y

DI(z)ξj
pi

(z), (2.5.13)

tiene un cero de FNM en z = pi con multiplicidad algebraica αpi − j.

Demostración:

Ver [18].

¤¤¤

Las condiciones (2.5.10) y (2.5.11) que debe satisfacer la función de sensibilidad comple-
mentaria son conocidas en la literatura como condiciones de interpolación y son la extensión
al caso MIMO de las conocidas condiciones del control SISO que aseguran que no haya can-
celaciones inestables entre planta y controlador [6,18]. El resultado del Lema 2.7 es muy útil
ya que permite analizar la estabilidad de un lazo por la sola inspección de la sensibilidad
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complementaria. Nótese que se pueden obtener condiciones de interpolación similares sobre
las demás funciones de sensibilidad a partir de (2.5.10),(2.5.11) y las definiciones (2.5.4)-
(2.5.7). Esto en definitiva implica que para analizar la estabilidad de un lazo basta con
examinar la estabilidad de una función de sensibilidad y sus correspondientes condiciones
de interpolación.

A continuación se define un concepto que será empleado en lo sucesivo en este trabajo y
comprende los dos requisitos básicos sobre el lazo ya vistos: realizabilidad y estabilidad.

Definición 2.7 (Lazo admisible)

Se definen los siguientes conceptos:

(a) Lazo de control admisible: corresponde a un lazo de control estable y con controlador
propio.

(b) Función de sensibilidad admisible: corresponde a alguna de las funciones de sensibilidad
asociadas a un lazo admisible.

(c) Controlador admisible: corresponde a un controlador que genera un lazo admisible.

Desempeño

Los requisitos de desempeño sobre un lazo de control corresponden en definitiva a los
factores condicionan el diseño y śıntesis de un determinado controlador. En ĺıneas generales,
los requisitos de desempeño más comunes son los que se explican a continuación:

(a) Seguimiento.

Es deseable que en lazo de control la salida sea lo más similar posible a la señal de
referencia. Por inspección de la ecuación (2.5.1), se puede notar que To(z) es la matriz
de transferencia que describe la dinámica entre r(t) e y(t). Esto significa que para tener
buen seguimiento idealmente se requiere que To(ejω) = I en la banda de frecuencias en
donde la r(t) tiene enerǵıa significativa.

Es importante recalcar que para efectos de esta tesis, este requerimiento de desempeño
es particularmente importante, ya que constituye el tema medular del Caṕıtulo 6, el
cual contiene una de las principales contribuciones de este trabajo.

(b) Compensación de perturbaciones.

A partir de (2.5.1) se puede notar que el efecto de di(t) y do(t) en la salida está determi-
nado por la dinámica de Sio(z) y So(z), respectivamente. Luego, para que se tenga una
buena compensación de perturbaciones idealmente es necesario que

∣∣So(ejω)
∣∣ = 0 en la

banda de frecuencias donde la enerǵıa de las perturbaciones es significativa. Nótese que
usando (2.5.5) esta condición es equivalente a requerir que |To(ejω)| = I en la banda
de frecuencias de interés.
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(c) Inmunidad al ruido de medición.

De acuerdo a (2.5.1) y por argumentos similares a los ya usados, se concluye que para que
el ruido tenga un efecto despreciable en la salida del proceso, es necesario que

∣∣To(ejω)
∣∣

sea pequeña en la banda de frecuencias donde el ruido es importante.

Los requisitos dados en los puntos (a) y (b) anteriores son ideales. En efecto, considerando
que tanto la señal de referencia como las perturbaciones son usualmente de baja frecuencia,
dichos requisitos son relajados al nivel de exigir que el ancho de banda de To(ejω) sea
mayor que el de la señal de referencia y perturbaciones. En forma similar, para el caso del
punto (c), como normalmente el ruido de sensor es de alta frecuencia, se requerirá que el
ancho de banda de To(ejω) sea menor a aquella frecuencia en donde el ruido comienza a ser
importante.

Las consideraciones anteriores indican que se hace necesaria una manera de cuantificar de
manera precisa la cantidad To(ejω). Esta noción es muy clara en el caso SISO y corresponde a
la conocida idea de respuesta en frecuencia [76]. Para el caso de sistemas MIMO la extensión
es directa y se hace uso de la noción de valores singulares. Una discusión acabada sobre este
tópico está fuera del objetivo de esta tesis, por lo que se sugiere al lector interesado consultar
las referencias [6, 7, 14,15].

Existen requisitos de desempeño adicionales a los mencionados. Entre ellos destacan:
velocidad de transiente [6], limitaciones fundamentales [6,18] y consideraciones de robustez
del diseño [7, 14,15].

2.6. Estructuras de control MIMO

La idea de estructura de control en un lazo MIMO puede ser entendida de diferentes
maneras, por lo que se hace necesario definir con claridad qué se entiende por dicho término
en esta tesis.

En la literatura técnica existente a la fecha, la idea de estructura de controladores o de
controladores con estructura restringida se puede entender como restricciones en términos
de complejidad [77–80], patrones de comunicación [81–83] o las denominadas restricciones
tipo ralas (sparse) [28,34,48–62,84,85].

En esta tesis el problema de restricción estructural en el controlador se enfoca como
restricción de tipo rala, por lo que en adelante el término estructura se enten-

derá únicamente como estructura rala . A continuación se entrega la definición formal
de este concepto.

Definición 2.8 (Restricciones de estructura)

Un matriz de transferencia A(z) ∈ Cn×n se dirá de estructura restringida si y sólo si
algunos de sus elementos están restringidos a ser idénticamente nulos, esto es, Aij(z) ≡ 0
para algunos pares espećıficos (i, j). El conjunto de todas las matrices con una estructura
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restringida dada será denominado conjunto de restricción estructural (CRE). Además, si
S es un CRE, entonces para referirnos a la restricción estructural de los elementos en S
usaremos el término estructura de S .

Tres CRE comunes en el diseño y análisis de sistemas de control son la estructura diagonal
por bloques, rala simple y triangular, definidas respectivamente por

Sd =

{
X(z) ∈ Cn×n : X(z) = diag{Xi(z)}i=1,··· ,nb

,Xi(z) ∈ Cni×ni ,

nb∑

i=1

ni = n

}
,

(2.6.1)

S1 =
{
X(z) ∈ Cn×n : X(z) = [X(z)]d + Xk`(z)1k`, k 6= `, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ ` ≤ n

}
, (2.6.2)

St = {X(z) ∈ Cn×n : Xij(z) ≡ 0∀j > i, j ≤ n, 1 ≤ i ≤ n}, (2.6.3)

, donde la matriz 1k` tiene todos sus elementos nulos, salvo el elemento (k, l), en el cual
tiene un uno. Tal y como se desarrollará en profundidad en el Caṕıtulo 5, es importante
destacar que estos CRE son comunes no sólo como estructuras de control, sino que también
aparecen en forma natural en plantas que son inherentemente estructuradas [61]. Además,
merece la pena mencionar en este punto que los esfuerzos de investigación hacia el control
con estructura restringida han estado abocados principalmente al control descentralizado,
es decir, al CRE Sd con ni = 1, ∀i = 1, 2, . . . , nb [48–60].

La estructura que posee un determinado controlador tiene directa relación con qué medi-
ciones se emplean para generar cada señal de actuación. A modo de ejemplo, un lazo para
una planta 2×2 con controlador triangular puede ser representado esquemáticamente por el
diagrama de bloques de la Fig. 2.2. En ella se puede notar que la señal de actuación u1(t) es
generada sólo con información de la salida y1(t), mientras que la generación u2(t) incorpora
información relativa a ambos canales de salida (y1(t) e y2(t)).

+
+

+

+

+

+

C G

+ −

−
+

Y1(z)

Y2(z)

R1(z)

R2(z)

U1(z)

U2(z)

Figura 2.2. Diagrama de bloques de un lazo MIMO con controlador triangular.
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2.7. Conclusiones

En este caṕıtulo se han definido los elementos y conceptos claves relativos a sistemas
lineales que serán usados a lo largo de este trabajo de tesis. Para el caso de sistemas MIMO,
los rasgos dinámicos importantes (polos, ceros y retardos) tienen asociado un vector de
dirección, hecho que es distintivo de este tipo de sistemas y ciertamente complica su estudio
y análisis.

Los resultados originales de esta tesis descansan básicamente en dos herramientas fun-
damentales: las factorizaciones de ceros de una matriz de transferencia y la descomposición
ortogonal del espacio RL2. Para la primera, en base a resultados previos se presenta un algo-
ritmo expĺıcito para la construcción del denominado interactor unitario de ceros generalizado
(GLUI). Por otro lado, una matriz de transferencia puede ser asociada a un elemento del es-
pacio de funciones RL2. Como este espacio es Hilbert, entonces toda matriz de transferencia
admite una descomposición ortogonal en RL2.

Los aspectos básicos de un lazo de control MIMO realimentado se exponen de manera
concisa. Un elemento clave en este tema son las condiciones que garantizan tanto la estabili-
dad y realizabilidad del lazo como el cumplimiento de requerimientos t́ıpicos en desempeño.
Finalmente, se introduce la idea de control con estructura restringida y se definen aquellas
estructuras que serán de interés en este trabajo de tesis.



Caṕıtulo 3

PARAMETRIZACIÓN DE

CONTROLADORES

3.1. Introducción

Este caṕıtulo trata sobre parametrizaciones útiles para describir lazos de control admi-
sibles. Este tipo de caracterizaciones son empleadas tanto para el diseño [6–9] como para
la obtención de propiedades de un lazo de control [10–13] que involucren la resolución de
problemas de optimización.

La conocida parametrización de Youla [4–6, 14, 70] provee una caracterización muy útil
de los controladores admisibles para una determinada planta. La principal ventaja de esta
formulación es que entrega expresiones para las funciones de sensibilidad del lazo que son
afines en un parámetro, lo cual es especialmente ventajoso para resolver problemas de opti-
mización cuadráticos que involucren a dichas funciones [6,8]. La caracterización que entrega
la parametrización de Youla es muy simple de manipular si la planta es estable. Para el caso
inestable, por el contrario, la situación se complica debido a que la formulación requiere el
conocimiento a priori de un controlador admisible y las expresiones para las funciones de
sensibilidad se vuelven poco manejables.

En este caṕıtulo se plantea una versión alternativa de la parametrización de Youla basa-
da en los resultados de [17]. Esta formulación es af́ın y permite expresar las funciones de
sensibilidad de una manera conveniente incluso para el caso en que la planta es inestable. La
utilidad de esta parametrización ha sido validada con la aparición de resultados interesantes
relativos a ĺımites de desempeño que descansan fuertemente en su uso [13].

En el caso inestable, el hecho de conocer un controlador admisible en forma previa es
reemplazado por la necesidad de disponer a priori de una función de sensibilidad admisible.
En este tópico se enmarca la principal contribución de este caṕıtulo, a saber: se entrega la
forma expĺıcita de una función de sensibilidad admisible para una clase amplia de sistemas
lineales MIMO. Esta sensibilidad admisible se define gracias a la idea de esencialidad y puede
ser obtenida por simple inspección de ciertos rasgos dinámicos sin necesidad de recurrir a

33
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ningún procedimiento de diseño. Esta caracteŕıstica la convierte en una elección inmediata
para ser empleada como sensibilidad admisible en la parametrización alternativa de Youla.
Los resultados de este caṕıtulo están basados en [1].

3.2. Parametrización clásica

Esta sección describe la parametrización de Youla de todos los controladores admisibles.
La exposición está basada en [6], pero el desarrollo original se encuentra reportado en [4,5].
La versión en variables de estado de este importante resultado se encuentra tratada de
manera rigurosa en [14].

El siguiente lema entrega la caracterización general de todos los controladores propios
que estabilizan a una planta en un lazo como el de la Fig. 2.1.

Lema 3.1 (Parametrización clásica de Youla)

Sea G(z) ∈ RL2 propia y no singular c. e. t. p. con factorizaciones coprimas en RH∞
derecha e izquierda dadas respectivamente por

G(z) = ND(z)DD
−1(z), (3.2.1)

= DI
−1(z)NI(z). (3.2.2)

Sea además Cs(z) un controlador admisible para G(z) con factorizaciones coprimas en
RH∞ izquierda y derecha dadas por

Cs(z) = CND(z)CDD
−1(z), (3.2.3)

= CDI
−1(z)CNI(z). (3.2.4)

Entonces:

(a) Todos los controladores admisibles se pueden escribir como

C(z) = (CND(z) + DD(z)Q(z)) (CDD(z)−ND(z)Q(z))−1
, (3.2.5)

= (CDI(z)−Q(z)NI(z))−1 (CNI(z) + Q(z)DI(z)) , (3.2.6)

donde Q(z) ∈ RH∞ y se denomina parámetro de Youla.

(b) Las funciones de sensibilidad admisibles asociadas son afines en Q(z) y pueden ser
expresadas como

So(z) = (CDD(z)−ND(z)Q(z)) DI(z). (3.2.7)
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Demostración:

La demostración de este resultado puede encontrarse en [6]

¤¤¤

Si la planta es estable, la complejidad de la parametrización clásica dada en el Lema 3.1
se reduce considerablemente [6]. En efecto, si G(z) ∈ RH∞ entonces de acuerdo al Lema
2.4, la factorización coprima en RH∞ para G(z) es

DI(z) = DD(z) = I, (3.2.8)

NI(z) = ND(z) = G(z). (3.2.9)

Además, si la planta es estable, siempre se puede elegir Cs(z) = 0 como controlador admi-
sible y entonces una factorización coprima en RH∞ para el controlador es

CDI(z) = CDD(z) = I, (3.2.10)

CNI(z) = CND(z) = 0. (3.2.11)

Reemplazando (3.2.8)-(3.2.11) en (3.2.5) y (3.2.6) del Lema 3.1 resulta que todos los con-
troladores admisibles pueden ser escritos como

C(z) = Q(z) (I −G(z)Q(z))−1 (3.2.12)

= (I −Q(z)G(z))−1
Q(z), (3.2.13)

con Q(z) ∈ RH∞. Del mismo modo, usando (3.2.7) todas las funciones de sensibilidad
admisibles se pueden parametrizar como

So(z) = I −G(z)Q(z). (3.2.14)

La expresión (3.2.14) para la función de sensibilidad del lazo es muy compacta y será em-
pleada extensivamente en los Caṕıtulos 5 y 6 para derivar resultados fundamentales de este
trabajo.

No obstante lo anterior, existen dos aspectos que motivan la búsqueda de una forma más
simple de parametrizar la función de sensibilidad de un lazo admisible, a saber:

(a) Como se ha visto en el desarrollo previo, la parametrización de todas las funciones de
sensibilidad del lazo es simple sólo en el caso en que la planta es estable, ya que de lo
contrario se debe recurrir a (3.2.7). En dicha expresión, si la planta es de orden p, en
general el producto CDD(z)DI(z) es de orden 2p [6], lo cual agrega una dificultad no
menor a las manipulaciones necesarias para resolver ciertos problemas de optimización.

(b) Si la planta es inestable, entonces la parametrización del Lema 3.1 requiere de la disponi-
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bilidad de algún controlador admisible para G(z). Para ciertas plantas, este diseño inicial
puede ser complicado por si mismo y, por ende, se pierde la ventaja de disponer de una
parametrización de todos los controladores admisibles.

En la sección siguiente se da solución al punto (a) recién mencionado mediante la for-
mulación de la denominada parametrización alternativa de Youla. Por otra parte, el punto
(b) es atacado en la sección subsiguiente mediante el cómputo expĺıcito de la denominada
función de sensibilidad complementaria esencial.

3.3. Parametrización alternativa

La parametrización alternativa de Youla [17] se presenta en el siguiente lema.

Lema 3.2 (Parametrización alternativa de Youla)

Sea G(z) ∈ RL2 propia, no singular c. e. t. p., sin ceros sobre la circunferencia unitaria y
con factorizaciones coprimas en RH∞ derecha e izquierda dadas respectivamente por

G(z) = ND(z)DD
−1(z), (3.3.1)

= DI
−1(z)NI(z). (3.3.2)

Si Soo(z) una función de sensibilidad admisible para G(z), entonces:

(a) So(z) es una función de sensibilidad admisible si y sólo si puede ser escrita como

So(z) = Soo(z)− ξc
−1(z)X(z)ξp

−1(z), (3.3.3)

donde ξc(z) es el GLUI de ND(z), ξp(z) es el GRUI de DI(z) y X(z) ∈ RH∞.

Similarmente, To(z) es una función de sensibilidad complementaria admisible si y sólo
si puede ser escrita como

To(z) = Too(z) + ξc
−1(z)X(z)ξp

−1(z), (3.3.4)

donde Too(z) = I − Soo(z).

(b) Todos los controladores admisibles para G(z) pueden expresados como

C(z) = G−1(z)
((

Soo(z)− ξc
−1(z)X(z)ξp

−1(z)
)−1 − I

)
. (3.3.5)

(c) Un lazo con función de sensibilidad dada por (3.3.3) provee seguimiento perfecto de
referencias constantes si y sólo si existe X̃(z) ∈ RH∞ tal que

X(1) = Soo(z) ⇔ X(z) =
z − 1

z
X̃(z) + Soo(1). (3.3.6)
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Demostración

(a) De acuerdo al Lema 2.6, un lazo como el de la Fig. 2.1 es estable si y sólo si las matrices de
transferencia So(z), To(z), Sio(z) = So(z)G(z), Suo(z) = G−1(z)To(z) y Suo(z)G(z)
son estables. Usando (3.3.3) y luego de algunas manipulaciones algebraicas resulta

Suo(z) = G−1(z)Too(z) + (ξc(z)G(z))−1
X(z)ξp

−1(z), (3.3.7)

Sio(z) = Soo(z)G(z)− ξc
−1(z)X(z) (DI(z)ξp(z))−1

NI(z), (3.3.8)

Suo(z)G(z) = G−1(z)Too(z)G(z) + (ξc(z)G(z))−1
X(z) (DI(z)ξp(z))−1

NI(z).
(3.3.9)

Las definiciones de ξc(z) y ξp(z) implican que las matrices (ξc(z)G(z))−1 y (DI(z)ξp(z))−1

son ambas estables. Esto, junto con el hecho que Soo(z) y Too(z) son admisibles, y
X(z) ∈ RH∞, implican que las cinco matrices de transferencia en cuestión son esta-
bles.

Por otro lado, se puede notar que grel {To(z)} ≥ grel {G(z)} y que como G(z) es propia
entonces se cumple ĺımz→∞ So(z) = I. Luego, de acuerdo a [6] el controlador que genera
a So(z) es propio y entonces So(z) es admisible (ver [17] para una versión acabada de
la demostración).

(b) Por definición So(z) = (I + G(z)C(z))−1, luego con el uso de (3.3.3) se despeja C(z)
en forma directa y el resultado procede.

(c) De acuerdo a lo visto en la Sección (2.5) y lo expuesto en [6], un lazo tiene seguimiento
perfecto de referencias constantes si y sólo si So(1) = 0. Tanto ξc(z) como ξp(z) tienen
ganancia a continua identidad, por lo que esto se consigue si X(1) = Soo(1) con X(z) ∈
RH∞. Por inspección del lado derecho de (3.3.6) se puede ver que X(z) ∈ RH∞ ⇔
X̃(z) ∈ RH∞, con lo cual se obtiene el resultado (3.3.6).

¤¤¤

La parametrización alternativa de Youla provee una manera compacta de expresar la
función de sensibilidad de un lazo admisible en términos de un parámetro libre X(z) ∈
RH∞. Respecto a este resultado, a continuación se exponen algunos comentarios pertinentes.

(a) La parametrización alternativa provee, en general, expresiones más simples (menor or-
den) que la versión clásica dada en el Lema 3.1. Además, posee la ventaja de incluir
expĺıcitamente los factores ξc(z) y ξp(z), que contienen la estructura de ceros de FNM y
polos inestables de la planta. Esto enfatiza el hecho que To(z) y So(z) deben satisfacer
las condiciones de interpolación del Lema 2.7, es decir, si el lazo es admisible, entonces
To(z) debe tener como ceros a todos los ceros de FNM de G(z) y So(z) debe tener
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como ceros a todos los polos inestables de G(z) (en ambos casos con las direcciones
apropiadas). Mas información respecto a este punto se puede encontrar en [6].

(b) Al igual que en la versión clásica, la parametrización alternativa es particularmente
simple si la planta es estable. En efecto, si G(z) ∈ RH∞, entonces siempre se puede
escoger Soo(z) = I o Too(z) = 0 y las expresiones se simplifican considerablemente.

(c) La formulación de la parametrización del Lema 3.2 descansa fuertemente en la cons-
trucción de interactores de ceros. En esta tesis se ha planteado esta parametrización
en términos de interactores unitarios (GLUI o GRUI), no obstante, esto no es requisito
para que la parametrización esté bien definida (ver [17]). Se ha preferido este enfoque
básicamente por dos motivos: (a) los interactores unitarios proveen ventajas anaĺıticas
considerables y, (b) los algoritmos para la construcción de otros tipos de interactores [19]
son considerablemente más engorrosos que el del Lema 2.5 en la pág. 22.

(d) A diferencia de la parametrización clásica, esta versión se enfoca en parametrizar di-
rectamente la función de sensibilidad admisible. Luego, para el caso en que G(z) es
inestable, el problema de disponer a priori de un controlador admisible Cs(z) en la
parametrización clásica, se traduce ahora en disponer previamente de una función de
sensibilidad admisible Soo(z) o Too(z). Esto implica que la formulación alternativa de la
parametrización no soluciona el problema de tener que realizar previamente un diseño,
sino que sólo traslada el origen de éste.

El último comentario expuesto es de especial importancia para nuestros propósitos. En
efecto, como se mostrará en la sección siguiente, la inclusión de las condiciones para que el
lazo sea admisible es mucho más simple de realizar sobre una función de sensibilidad que
sobre un controlador. El concepto de esencialidad se aprovechará para obtener una forma
general para una función de sensibilidad admisible.

3.4. Función de sensibilidad esencial

3.4.1. Motivación e idea de esencialidad

En base al análisis de la sección anterior resulta natural plantear la interrogante: si para
parametrizar cualquier sensibilidad admisible requerimos de alguna previamente conocida,
entonces ¿cuál es la función de sensibilidad que posee los rasgos mı́nimos necesarios para
garantizar un lazo estable y con controlador propio? La respuesta a esta pregunta pasa
inevitablemente por identificar qué rasgos mı́nimos debe tener la función de sensibilidad
buscada. La siguiente definición comprende esta idea y constituye la base para el desarrollo
posterior.
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Definición 3.1 (Función de sensibilidad esencial) Una función de sensibilidad F (z)
se dice esencial si satisface:

(a) F (z) es admisible.

(b) F (z) puede ser elegida en base a ciertos rasgos de la planta y sin utilizar ningún proce-
dimiento de diseño.

A partir de esta definición, es claro que para una planta dada debe existir una función de
sensibilidad esencial correspondiente que captura las caracteŕısticas estrictamente necesarias
para asegurar su admisibilidad. Sin embargo, hay que recalcar que la definición entregada es
bastante general y que dicha sensibilidad esencial no es única (esto dependerá básicamente
del modo en como ésta se construya). Además, la idea de esencialidad puede aplicarse a
cualquiera de las funciones de sensibilidad definidas en (2.5.4)-(2.5.7), lo cual relaja aún
más la definición.

El resultado principal de este caṕıtulo es una forma expĺıcita para la función de sensibili-
dad complementaria esencial asociada a un sistema MIMO. Por motivos de claridad y dado
que en el caso MIMO los aspectos técnicos pueden oscurecer la naturaleza de los resultados,
en primer lugar se expone el caso escalar.

3.4.2. Caso SISO

Lema 3.3 (Sensibilidad complementaria esencial, caso SISO)

Sea G(z) ∈ RL2 propia sin ceros en |z| = 1. Denótese el conjunto de npu polos inesta-
bles de G(z) como {p1, p2, . . . , npu} y tales que pi 6= pj , ∀i 6= j, es decir, G(z) no tiene
polos inestables repetidos. Entonces G(z) tiene una función de sensibilidad complementaria
esencial dada por

Toe(z) = ξ−1
c (z)

{
ξc(p1) +

npu∑

i=2

Bi(z) (ξc(pi)− ξc(p1))

}
, (3.4.1)

donde ξc(z) es un GLUI de G(z) y Bi(z) se define como

Bi(z) =
npu∏
`=1
6̀=i

(
z − p`

1− zp̄`

)(
1− pip̄`

pi − p`

)
. (3.4.2)

Demostración:

La demostración procede por partes. En primer lugar, de acuerdo al Lema 2.7 la estabi-
lidad del lazo está garantizada si y sólo si Toe(z) es estable y se satisfacen las condiciones de
interpolación. A partir de la definición de GLUI en la pág. 21 se tiene que ξ−1

c (z) es estable.
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Esto, junto con la estabilidad de Bi(z), implica que Toe(z) es estable. El factor Bi(z) cumple

Bi(pj) = δ(i− j), (3.4.3)

donde δ(t) denota al delta de Kronecker [6]. Luego, si pj es el j-ésimo polo inestable de G(z)
resulta

Toe(pj) = ξ−1
c (pj)

{
ξc(p1) +

npu∑

i=2

Bi(pj) (ξc(pi)− ξc(p1))

}
(3.4.4)

= ξ−1
c (pj) {ξc(p1) + (ξc(pj)− ξc(p1))} (3.4.5)

= 1, (3.4.6)

con lo cual se cumple la condición de interpolación de polos (2.5.11). La condición de inter-
polación de ceros se cumple en forma trivial ya que como Bi(z) es estable y propio, y ξ−1

c (z)
tiene los mismos ceros de FNM que G(z), entonces todo cero de FNM de G(z) también es
cero de Toe(z).

Por otro lado, la realizabilidad del lazo resultante está garantizada ya que grel

{
ξ−1
c (z)

}
=

grel {G(z)}, lo cual implica que grel {Toe(z)} = grel {G(z)} y por ende el controlador asociado
es bipropio [6].

¤¤¤

El resultado recién expuesto permite asociar a cada planta G(z) una función de sen-
sibilidad complementaria admisible que puede ser elegida sin necesidad de recurrir a un
procedimiento de diseño. Un hecho importante es que la función de sensibilidad Toe(z) dada
en el Lema 3.3 no es única ya que depende del ordenamiento dado al conjunto de polos
inestables de G(z). En particular, de acuerdo a (3.4.1), Toe(z) depende fuertemente de el
polo que sea designado como p1. A continuación se presenta un corolario interesante que se
deriva del Lema 3.3.

Corolario 3.1 (Propiedad de la sensibilidad complementaria esencial SISO)

La función de sensibilidad complementaria esencial dada en el Lema 3.3 es generada por un
controlador de mı́nimo orden que cancela todo polo estable y cero de FNM de G(z).

Demostración:

Sea nps, ncu y ncs el número de polos estables, ceros de FNM finitos y ceros de FM de
G(z), respectivamente. Sea además To(z) la función de sensibilidad complementaria generada
por un controlador que cancela todos los polos estables y ceros FM de G(z). De acuerdo a [6],
para poder asignar los polos del lazo cerrado de manera arbitraria, el mı́nimo orden para
polinomio caracteŕıstico del lazo es 2(nps + npu)− 1. Luego, considerando las cancelaciones
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existentes entre planta y controlador, el orden de To(z) resulta

gr {den {To(z)}} = 2(nps + npu)− 1− nps − ncs (3.4.7)

= 2npu + nps − ncs − 1 (3.4.8)

Por otra parte, el orden de la función de sensibilidad esencial dada en el Lema 3.3 es

gr {den {Toe(z)}} = grel {G(z)}+ ncu + npu − 1 (3.4.9)

= 2npu + nps − ncs − 1 (3.4.10)

⇒ gr {den {Toe(z)}} = gr {den {To(z)}} (3.4.11)

Esto implica que los nps+ncs polos de lazo cerrado faltantes en Toe(z) pertenecen al conjunto
de polos y ceros cancelados de G(z) y, como Toe(z) es admisible, son iguales al conjunto de
polos estables y ceros de FNM de G(z).

¤¤¤

Para ilustrar las ideas presentadas hasta este punto, se presenta un ejemplo donde se
computa en forma expĺıcita la función de sensibilidad complementaria esencial para un
sistema SISO.

Ejemplo 3.1: Considérese un sistema SISO descrito por su función de transferencia

G(z) =
(z − 0.6)(z − 3)

(z − 1.5)(z − 2)(z − 0.8)
. (3.4.12)

Además de un cero en infinito, G(z) tiene un cero de FNM en z = 3 y dos polos inestables
en p1 = 1.5 y p2 = 2 (nótese que esta asignación es arbitraria). El GLUI de G(z) es

ξc(z) =
z(1− 3z)

z − 3
. (3.4.13)

El factor B2(z) se puede calcular directamente de (3.4.2) como

B2 = −4(z − 1.5)
1− 1.5z

. (3.4.14)

De acuerdo a (3.4.1) la función de sensibilidad complementaria esencial resulta entonces

Toe1(z) = −6.94(z − 1.36)(z − 3)
z(z − 1/3)(z − 2/3)

. (3.4.15)

Por otro lado, usando (3.4.1) con la asignación p1 = 2 y p2 = 1.5 se obtiene otra función
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de sensibilidad complementaria esencial

Toe2(z) = −7.67(z − 1.35)(z − 3)
z(z − 1/3)(z − 0.5)

. (3.4.16)

Se puede verificar que grel {Toe1(z)} = grel {Toe2(z)} = grel {G(z)}, Toe1(1.5) = Toe1(2) = 1,
Toe2(1.5) = Toe2(2) = 1 y ambas tienen un cero en z = 3, por lo cual son admisibles. Además,
la cancelación del polo estable y el cero de FM por parte del controlador se verifica ya que
Toe1(0,6) 6= 0, Toe1(0,8) 6= 1, Toe2(0,6) 6= 0 y Toe2(0,8) 6= 1.

3.4.3. Caso MIMO

Lema 3.4 (Sensibilidad complementaria esencial, caso MIMO)

Sea G(z) ∈ RL2 propia, no singular c. e. t. p y sin ceros en |z| = 1. Denótese el conjunto
de ncu ceros de FNM (contando multiplicidades) de G(z) como {c1, c2, . . . , cncu} y el de npu

polos inestables (contando multiplicidades) de G(z) como
{
p1, p2, . . . , pnpu

}
, con direcciones

derechas definidas como
{
µ1, µ2, . . . , µnpu

}
. Supóngase que ci 6= pj , ∀i, ∀j y que pi 6=

pj , ∀ i 6= j. Si se define Γi(M) como

Γi(M) = Mµiµi
H + UiUi

H , (3.4.17)

donde Ui es tal que la matriz
[
µi Ui

]
es unitaria, entonces G(z) tiene una función de

sensibilidad complementaria esencial dada por

Toe(z) = ξc
−1(z)

{
Γ1(ξc(p1)) +

npu∑

i=2

Bi(z)Γi(Xi)

}
, (3.4.18)

donde ξc(z) es el GLUI de G(z) (es decir, GLUI de ND(z), con G(z) = ND(z)DD
−1(z)

una factorización coprima en RH∞ para G(z)),

Xi = ξc(pi)− Γ1 (ξc(p1)) , (3.4.19)

y el escalar Bi(z) se define como

Bi(z) =
npu∏
`=1

pi 6=p`6̀=i

(
z − p`

1− zp̄`

)(
1− pip̄`

pi − p`

)
. (3.4.20)
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Demostración:

La demostración procede, mutatis mutandis, como en el caso SISO. La estabilidad de
Toe(z) y la realizabilidad del lazo están garantizadas por lo mismos argumentos empleados
en el caso escalar, no obstante, el cumplimiento de condiciones de interpolación merecen un
tratamiento más detallado. Por las suposiciones del enunciado se tiene que pi 6= pj , ∀ i 6= j.
De acuerdo al Lema 2.7 en la pág. 28 esto implica que la condición de interpolación de polos
se reduce a verificar que

Toe(pj)µj = µj , ∀ j = 1, 2, . . . , npu. (3.4.21)

De este modo, sea pj el j-ésimo polo inestable de G(z), entonces con la propiedad en (3.4.3)
de Bi(z) y notando que Γi(M) satisface

Γi (M)µi = Mµi, (3.4.22)

se tiene que

Toe(pj)µj = ξc
−1(pj)

{
Γ1 (ξc(p1)) +

npu∑

i=2

Bi(pj)Γi (Xi)

}
µj (3.4.23)

= ξc
−1(pj) {Γ1 (ξc(p1)) + Γj (Xj)}µj (3.4.24)

= ξc
−1(pj) {Γ1 (ξc(p1)) + Xj}µj . (3.4.25)

Reemplazando (3.4.19) en la última expresión, se puede notar que la condición de interpo-
lación de polos (2.5.11) se satisface como

Toe(pj)µj = ξc
−1(pj) {Γ1 (ξc(p1)) + ξc(pj)− Γ1 (ξc(p1))}µj (3.4.26)

= µj . (3.4.27)

Por otro lado, como ξc
−1(z) posee los mismos ceros de FNM (ubicación y dirección) que

G(z) y Bi(z) es estable y propio, entonces de acuerdo a (3.4.18) Toe(z) tiene los mismos
ceros de FNM que G(z) (y con la misma dirección), con lo cual la condición de interpolación
de ceros (2.5.10) se satisface en forma trivial.

¤¤¤

El siguiente ejemplo ilustra la aplicación del Lema 3.4 para un sistema MIMO simple.
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Ejemplo 3.2: Considérese un sistema MIMO descrito por la matriz de transferencia

G(z) =




z − 2
z(z − 1.5)

1
z − 1.5

0
1

z − 3


 . (3.4.28)

G(z) tiene dos ceros de FNM en infinito, otro finito y dos polos inestables:

c1 = ∞, η1 =
[
1 0

]T

, (3.4.29)

c2 = ∞, η1 =
[
0 1

]T

, (3.4.30)

c3 = 2, η3 =
[
0.447 0.894

]T

, (3.4.31)

p1 = 1,5, µ1 =
[
−1 0

]T

, (3.4.32)

p2 = 3, µ2 =
[
0 1

]T

, (3.4.33)

en donde se ha usado la notación del enunciado del Lema 3.4. Usando el algoritmo descrito
en el Lema 2.5 el GLUI de G(z) resulta

ξc(z) =




0,4z(z − 3.5)
z − 2

−1.2z(z − 1)
z − 2

−1.2z(z − 1)
z − 2

−1.4z(z − 0.286)
z − 2


 . (3.4.34)

De este modo, de acuerdo a (3.4.18) la función de sensibilidad complementaria esencial para
G(z) es

Toe(z) =




1.69(z − 0.993)(z − 0.0398)
z(z − 0.5)(z − 2/3)

3.13(z − 3)(z − 1.45)
z(z − 0.5)(z − 2/3)

−2.73(z − 1.5)(z − 0.781)
z(z − 0.5)(z − 2/3)

10.38(z − 1.613)(z − 1.784)
z(z − 0.5)(z − 2/3)


 . (3.4.35)

Es importante destacar que Toe(z) depende sólo de los ceros de FNM y polos inestables
de la planta, por lo que puede ser calculada en forma expĺıcita sin recurrir a ningún pro-
cedimiento de diseño. Esto indica que la sensibilidad complementaria esencial del Lema 3.4
captura lo estrictamente necesario para generar un lazo admisible y es apropiada para ser
empleada como sensibilidad admisible en la parametrización alternativa de Youla (3.3.4).
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Además, debe notarse que, al igual que en el caso SISO, la forma de la sensibilidad
complementaria esencial en el Lema 3.4 presenta algunas elecciones arbitrarias, a saber:

(a) El ordenamiento del conjunto de polos inestables de la planta influye en Toe(z) depen-
diendo de cuál polo sea elegido como p1.

(b) En la formulación del Lema 3.4 se han usado interactores unitarios de ceros para la
construcción de Toe(z). La unitariedad de los interactores no es estrictamente necesaria
(ver [1]), pero en este escrito se han usado interactores con esa propiedad tanto por
las ventajas anaĺıticas que proveen, como por la disponibilidad de algoritmos simples
para su construcción. La elección de interactores unitarios ciertamente fija los polos de
Toe(z) de manera arbitraria y los ubica en los reflejos estables de los ceros de FNM y
polos inestables de la planta.

Más allá de la importancia conceptual de la sensibilidad complementaria esencial, su
uso en conjunto con la parametrización alternativa de Youla del Lema 3.2 puede proveer
herramientas anaĺıticas potentes para resolver de manera expĺıcita ciertos problemas de
optimización cuadrática que surgen en distintas áreas de la teoŕıa del control. En la sección
siguiente se da un ejemplo detallado con respecto a este punto.

3.5. Ejemplo

Como ya se ha visto, la sensibilidad complementaria esencial es una buena candidata
para ser elegida como sensibilidad admisible Soo(z) = I − Toe(z) en la parametrización
alternativa de Youla (3.3.3). De este modo, a fin de ilustrar las ventajas de tener una
expresión expĺıcita para Soo(z) que depende sólo de ciertos rasgos dinámicos de la planta
(polos inestables y ceros de FNM) y es independiente de algún procedimiento de diseño,
considérese el siguiente problema de optimización cuadrática:

Problema 3.1: Dada un función de transferencia SISO G(z) ∈ RL2 estrictamente propia
y sin ceros sobre la circunferencia unitaria, hallar la función de sensibilidad de un lazo
admisible en torno a G(z) que posee la mı́nima norma 2, es decir, se desea hallar

Sopt
o (z) = arg mı́n

So(z)∈X
||So(z)||22 , (3.5.1)

donde X denota el conjunto de todas las funciones de sensibilidad admisibles y So(z) =
(1 + G(z)C(z))−1.

Como el próximo lema deja de manifiesto, el uso adecuado de Toe(z) en conjunto con la
parametrización alternativa de Youla permiten obtener un solución expĺıcita al problema de
optimización (3.5.1).
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Lema 3.5:

Sea G(z) una función de transferencia que satisface las condiciones del Problema 3.1
con npu polos inestables simples denotados por

{
p1, p2, . . . , pnpu

}
. Entonces la función de

sensibilidad de mı́nima norma 2 está dada por

Sopt
o (z) = 1− T̂o(z) (3.5.2)

= 1− ξ−1
c (z)

{
npu∑

i=2

(
Bi(z) + Miξ

−1
p (z)

)
(ξc(pi)− ξc(p1)) + ξc(p1)

(
1−Nξ−1

p (z)
)
}

,

(3.5.3)

donde ξc(z) (ξp(z)) es un GLUI de G(z) (G−1(z)), el factor Bi(z) se define como en (3.4.2)
y las constantes Mi y N se calculan como

Mi =
1
pi

1− pi

1− p̄i
·

npu∏
`=1
6̀=i

1− p`

1− p̄`

1− pip̄l

pi − p`
, (3.5.4)

N =
npu∏

j=1

1
pj
· pj − 1
1− p̄j

(3.5.5)

Demostración:

Usando la parametrización descrita en el Lema 3.2, la solución al Problema 3.1 puede
ser escrita como

Sopt
o (z) = Soo(z) + ξ−1

c Xopt(z)ξ−1
p (z), (3.5.6)

donde

Xopt(z) = arg mı́n
X∈RH∞

∣∣∣∣Soo(z)− ξ−1
c (z)X(z)ξ−1

p (z)
∣∣∣∣2

2︸ ︷︷ ︸
J(X(z))

, (3.5.7)

y Soo(z) es alguna función de sensibilidad admisible para G(z). Nótese que de acuerdo al
Lema 3.2, ξc(z) y ξp(z) son GLUI asociados a las matrices que conforman factorizaciones co-
primas en RH∞ de G(z). No obstante, como G(z) en este caso es escalar, esto es equivalente
a que ξc(z) (ξp(z)) sea GLUI de G(z) (G−1(z)).

Usando la propiedad (A.3.7), el funcional J(X) puede ser expresado de la forma

J(X(z)) = ||X(z)− ξc(z)Soo(z)ξp(z)||22 (3.5.8)

Si la sensibilidad admisible inicial es elegida como aquella asociada a la sensibilidad com-



3.5. EJEMPLO 47

plementaria esencial del Lema 3.3, es decir, si se elige Soo(z) = 1− Toe(z), entonces resulta

J(X(z)) = ||X(z)− ξc(z)ξp(z) + ξc(z)Toe(z)ξp(z)||22 (3.5.9)

Reemplazando (3.4.1) en la última expresión queda

J(X(z)) =

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣X(z)− ξc(z)ξp(z) + ξc[p1]ξp(z) +
npu∑

i=2

Bi(z) (ξc[pi]− ξc[p1]) ξp(z)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

2

. (3.5.10)

En el caso SISO, el factor ξp(z) puede ser expresado como un producto de Blaschke [6] de
la forma

ξp(z) =
np∏

`=1

1− p`

1− p̄`
· 1− zp̄`

z − p`
. (3.5.11)

Reemplazando (3.4.2) y (3.5.11) en (3.5.10) se obtiene

J(X(z)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X(z)−




ξc(z)ξp(z)− ξc[p1]ξp(z)−
npu∑

i=2

(
1− zp̄i

z − pi

)
piMi (ξc[pi]− ξc[p1])

︸ ︷︷ ︸
F (z)




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

2

,

(3.5.12)

donde Mi se define como en (3.5.4). Dado que X(z) ∈ RH∞, es conveniente introducir un
factor unitario z−1 de modo tal que el funcional resulta

J(X(z)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X(z)
z︸ ︷︷ ︸

X̃(z)

− F (z)
z︸ ︷︷ ︸

F̃ (z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

2

, (3.5.13)

donde debe notarse que X̃(z) ∈ RH2. Mas aún, como F (z) ∈ RH⊥2 , F̃ (z) tiene, además de
todos los polos inestables de G(z), un polo en z = 0. Esto implica que con una expansión
en fracciones parciales de F̃ (z), J(X) se puede calcular como

J(X(z)) =
∣∣∣∣
∣∣∣∣X̃(z)− F (0)

z
−

[
F̃ (z)

]
⊥

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

, (3.5.14)

donde
[
F̃ (z)

]
⊥

es la porción en RH⊥2 de F̃ (z). Usando la descomposición ortogonal (2.3.1),
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el funcional en (3.5.14) resulta

J(X(z)) =
∣∣∣∣
∣∣∣∣X̃(z)− F (0)

z

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

+
∣∣∣
∣∣∣
[
F̃ (z)

]
⊥

∣∣∣
∣∣∣
2

2
. (3.5.15)

De este modo, el parámetro de Youla que minimiza J(X) es tal que minimiza el primer
sumando de la expresión anterior, es decir,

Xopt(z) = F (0). (3.5.16)

Dado que G(z) es estrictamente propia, entonces ξc(0) = 0 y

Xopt(z) =
npu∑

i=2

Mi (ξc(pi)− ξc(p1))− ξc(p1)ξp(0) (3.5.17)

=
npu∑

i=2

Mi (ξc(pi)− ξc(p1))− ξc(p1)N, (3.5.18)

donde N se define como en (3.5.5). Finalmente, reemplazando (3.5.18) en (3.5.6), se obtiene
el resultado (3.5.2)-(3.5.5).

¤¤¤

3.6. Conclusiones

Obtener caracterizaciones generales para todos los controladores admisibles asociados
a una planta es un herramienta útil para resolver algunos problemas de control basados
en optimización. En efecto, si las funciones de sensibilidad del lazo admisible pueden ser
expresadas en forma af́ın respecto de cierto parámetro, entonces la resolución de problemas
de optimización cuadrática puede ser simplificada de manera considerable.

En este caṕıtulo se ha revisado la formulación clásica de la parametrización de Youla de
todos los controladores admisibles. Dicha formulación es simple sólo en el caso que la planta
es estable, ya que de lo contrario se presentan dos inconvenientes: (a) las expresiones involu-
cradas son de un orden excesivo y, (b) requiere del conocimiento previo de un controlador
admisible.

Para sobrellevar la primera dificultad se plantea una formulación alternativa que, gracias
a un uso apropiado de los interactores de ceros, permite expresar las funciones de sensibilidad
en términos de los rasgos dinámicos de la planta que imponen limitaciones fundamentales
(ceros de FNM y polos inestables). Para el caso inestable, como este planteamiento se basa
en parametrizar directamente la función de sensibilidad del lazo, la necesidad de disponer
de un controlador admisible se traduce ahora en el conocimiento previo de una función de
sensibilidad admisible.
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Es aśı como el segundo inconveniente se aborda mediante la definición del concepto de
esencialidad. La contribución principal de este caṕıtulo radica en que gracias a esta idea se
puede identificar una función de sensibilidad complementaria que tiene las caracteŕısticas
estrictamente necesarias para garantizar un lazo admisible. De este modo, para una clase
importante de sistemas MIMO se obtiene una forma expĺıcita para la denominada función de
sensibilidad complementaria esencial, la cual puede ser calculada por inspección directa de
la matriz de transferencia de la planta y sin recurrir a ningún procedimiento de diseño. Un
ejemplo SISO deja en evidencia que este resultado usado en conjunto con la parametrización
alternativa de Youla es potencialmente útil para resolver una clase amplia de problemas de
optimización cuadrática.



Caṕıtulo 4

ĹIMITES DE DESEMPEÑO EN

CONTROL CENTRALIZADO

4.1. Introducción

El tema principal de esta tesis es el ĺımite de desempeño de lazos de control MIMO con
controladores de estructura restringida. No obstante, tal como se puede ver en el Caṕıtulo
6, los resultados relativos a este tema descansan fuertemente en aquellos correspondientes a
ĺımites de desempeño cuando el controlador no posee ningún tipo de restricción estructural,
es decir, cuando la ley de control es centralizada. El principal objetivo del presente caṕıtulo
es justamente hacer una revisión de las ideas y resultados claves dentro de este tema, a fin
de que los resultados originales de esta tesis puedan ser fundamentados de buena forma.

De este modo, las interrogantes abordadas en el presente caṕıtulo son: dada una medida
del desempeño de un lazo (esto es, una medida de su calidad), ¿cuál es el mejor desempeño
alcanzable por un lazo de control centralizado?, ¿cuál es el controlador que logra dicho de-
sempeño óptimo? Si bien en la literatura [86] existen algunos trabajos con resultados de
tipo numérico respecto a este tema, debe enfatizarse que nuestro interés está en los resul-
tados anaĺıticos. Se prefiere este enfoque debido a que las expresiones anaĺıticas permiten
interpretaciones acabadas y facilitan la identificación de los rasgos dinámicos de la planta
que de algún modo limitan el mejor desempeño alcanzable al controlarla.

Los resultados expuestos en este caṕıtulo están basados fundamentalmente en [12, 13,
28], pero se sugiere además consultar [10, 11, 41–44] en donde se pueden encontrar tanto
resultados parciales como algunas extensiones. En particular, una extensión interesante que
aborda un caso no considerado en esta tesis se encuentra en [42], donde se agrega penalización
en la señal de actuación.

50
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4.2. Definición del problema y medida de desempeño

La cuantificación del mejor desempeño alcanzable por un lazo de control requiere la
definición de una medida del desempeño que sea representativa de los objetivos de control.
Una alternativa plausible es medir el desempeño en términos de la calidad del seguimiento
del lazo ante, por ejemplo, referencias constantes. En efecto, en base al esquema de control
de la Fig. 2.1, suponiendo que el lazo provee seguimiento perfecto de referencias constantes
y que la referencia es del tipo r(t) = vµ(t) con v ∈ Rn, entonces se puede definir la cantidad

Jv =
∞∑

t=0

eT (t)e(t). (4.2.1)

La medida Jv corresponde a la enerǵıa de la señal de error [6, 69, 76] en el lazo y es repre-
sentativa de la calidad del transiente de éste cuando la referencia es de tipo escalón con
dirección v (diremos que un lazo tiene un desempeño mejor que otro si tiene un valor de
Jv menor). A modo de ejemplo, en la Fig. 4.1 se presentan las respuestas de dos lazos con
desempeños distintos medidos en términos del funcional Jv cuando v = [5 2]T .
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Figura 4.1. Respuestas de un lazo 2 × 2 centralizado ante referencia r(t) = [5 2]T µ(t):
(a)Desempeño deficiente Jv = 530, (b) Desempeño satisfactorio Jv = 120.

Mediante la relación de Parseval [6,69,76], el funcional Jv puede expresarse en el dominio
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de la frecuencia como

Jv = ||E(z)||22 (4.2.2)

= ||So(z)R(z)||22 (4.2.3)

⇒ Jv =
∣∣∣∣
∣∣∣∣So(z)

v

z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

, (4.2.4)

donde se ha usado el hecho que la función de sensibilidad So(z) es la que relaciona la señal
de referencia con el error y Z {r(t)} = v/(z − 1).

El funcional Jv depende fuertemente de la dirección de la referencia v y, como indican los
resultados reportados en [13], si la planta es inestable, entonces el valor óptimo de Jv puede
ser muy sensible ante pequeños cambios en v. Esto motiva la definición de una medida de
desempeño que sea independiente de la dirección del vector de referencia pero que a su vez,
siga teniendo sentido desde el punto de vista de los objetivos de control.

De hecho, consideremos que r(t) = vµ(t) y que la dirección v es una variable aleatoria
tal que

Ev {v} = 0, (4.2.5)

Ev

{
vvT

}
= I, (4.2.6)

donde Ev {·} denota el operador esperanza [87] con respecto a la distribución de v. Podemos
pensar en medir el desempeño en términos de Jv promediando entre todas la direcciones v

posibles. Matemáticamente esto es equivalente a considerar el funcional

J = Ev {Jv} . (4.2.7)

Si se usa la definición de Jv y de la norma 2 en (A.3.6) junto con la linealidad del operador
Ev {·}, la medida J resulta

J = Ev

{
1
2π

∫ π

−π

traza

{(
So(ejω)

v

ejω − 1

)H (
So(ejω)

v

ejω − 1

)}
dω

}
(4.2.8)

= Ev

{
1
2π

∫ π

−π

traza

{
vvH

(
So(ejω)
ejω − 1

)H (
So(ejω)
ejω − 1

)}
dω

}
(4.2.9)

=
1
2π

∫ π

−π

traza

{
Ev

{
vvH

} (
So(ejω)
ejω − 1

)H (
So(ejω)
ejω − 1

)}
dω (4.2.10)

⇒ J =
∣∣∣∣
∣∣∣∣So(z)

1
z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

. (4.2.11)

La relación (4.2.11) entrega una expresión compacta para el funcional J . Esta nueva medida
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del desempeño no tiene una interpretación temporal tan directa como la de Jv, no obstante,
tiene la ventaja de ser independiente de la dirección de la referencia y de subsanar los
problemas descritos en [13].

En la sección siguiente se entrega el resultado más importante de este caṕıtulo, a saber,
una expresión anaĺıtica para el ĺımite de desempeño medido en términos de Jv y J para el
caso en que la planta es estable.

4.3. Ĺımite de desempeño

En base a los resultados del Caṕıtulo 3 referentes a la parametrización de Youla [4–6],
sabemos que si la planta G(z) es estable, entonces la función de sensibilidad de todos los
lazos estables y realizables se puede parametrizar como

So(z) = I −G(z)Q(z), (4.3.1)

con Q(z) ∈ RH∞. De este modo, el funcional Jv se puede expresar convenientemente en
términos de Q(z)

Jv =
∣∣∣∣
∣∣∣∣(I −G(z)Q(z))

v

z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

. (4.3.2)

A continuación se enuncia un lema relativo al mejor desempeño alcanzable por un lazo de
control en términos del funcional Jv definido en (4.3.2). Nótese que si bien los resultados
principales de este trabajo usan J como medida de desempeño, la cuantificación del valor
óptimo de Jv es la base para derivar varios de ellos.

Lema 4.1 (Ĺımite de desempeño centralizado medido con Jv)

Sea G(z) ∈ RH∞ no singular c. e. t. p. y sin ceros sobre la circunferencia unitaria. Con-
sidérese Jv definido en (4.3.2) y def́ınase

Jv opt = mı́n
Q(z)∈RH∞

Jv, (4.3.3)

Qopt(z) = arg mı́n
Q(z)∈RH∞

Jv. (4.3.4)

Si el conjunto de ceros de FNM de G(z) se denota como

C = {c1, c2, . . . cnc} , (4.3.5)

entonces:
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(a) El parámetro de Youla óptimo, Qopt(z) es

Qopt(z) = (ξG(z)G(z))−1
, (4.3.6)

donde ξG(z) es un GLUI de G(z).

(b) El costo óptimo Jv opt está dado por

Jv opt =
nc∑

i=1

h(ci)
∣∣ηi

Hv
∣∣2 , (4.3.7)

donde las direcciones ηi se definen como en el Lema 2.5 con A(z) = G(z) y

h(ci) =





1 si ci = ∞
|ci|2 − 1
|1− ci|2 si |ci| < ∞

. (4.3.8)

Demostración:

Ver [12,28].

¤¤¤

El Lema 4.1 entrega expresiones expĺıcitas para el desempeño óptimo Jv opt y para el con-
trolador que lo logra. Constituye además una base importante para algunos de los resultados
de los caṕıtulos siguientes y, en particular, permite el cómputo del ĺımite de desempeño con
control centralizado medido en términos del funcional J definido en (4.2.11).

En efecto, si se considera, al igual que para el caso anterior, que la planta G(z) es estable,
entonces J se puede escribir como

J =
∣∣∣∣
∣∣∣∣(I −G(z)Q(z))

1
z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

, (4.3.9)

donde Q(z) ∈ RH∞. El siguiente lema entrega el resultado en cuestión.

Lema 4.2 (Ĺımite de desempeño centralizado medido con J)

Sea G(z) ∈ RH∞ no singular c. e. t. p. y sin ceros sobre la circunferencia unitaria. Con-
sidérese J definido en (4.3.9) y def́ınase

Jopt = mı́n
Q(z)∈RH∞

J, (4.3.10)

Qopt(z) = arg mı́n
Q(z)∈RH∞

J. (4.3.11)
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Si el conjunto de ceros de FNM de G(z) se denota como

C = {c1, c2, . . . cnc
} , (4.3.12)

entonces:

(a) El parámetro de Youla óptimo, Qopt(z) es

Qopt(z) = (ξG(z)G(z))−1
, (4.3.13)

donde ξG(z) es un GLUI de G(z).

(b) El costo óptimo Jopt está dado por

Jopt =
nc∑

i=1

h(ci) (4.3.14)

= d +
r∑

i=1

|qi|2 − 1
|1− qi|2 , (4.3.15)

donde h(ci) se define como en (4.3.8), {q1, q2, . . . , qr} ⊆ C es el conjunto de ceros de
FNM finitos de G(z) y d es el número de ceros en infinito de G(z) (es decir, d =
grel {G(z)}).

Demostración:

La demostración es directa siguiendo los mismos pasos que la de Lema 4.1 pero usando
v = 1. Ver [12,28] para más detalles.

¤¤¤

A partir los Lemas 4.1 y 4.2 se puede notar que el controlador óptimo que entrega el
mejor desempeño posible es independiente de si éste se mide con Jv o J . Dicho controlador
está asociado a un parámetro de Youla Q(z) que es un inverso aproximado [6] de la planta
en el cual se han reemplazado los ceros de FNM por sus reflejos estables.

Por otro lado, el desempeño óptimo en ambos casos depende sólo de los ceros de FNM,
de modo tal que como

ĺım
qi→1

|qi|2 − 1
|1− qi|2 = ∞, (4.3.16)

ĺım
qi→−1

|qi|2 − 1
|1− qi|2 = 0, (4.3.17)

se concluye que la situación se agrava, es decir Jopt crece exageradamente, si un cero de FNM
está ubicado muy cerca de z = 1. Esto implica que los ceros de FNM cercanos a z = 1 son los
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más dañinos en términos de limitar el mejor desempeño alcanzable. Además, (4.3.17) deja en
evidencia que pueden haber ceros de FNM cercanos al disco unitario que no necesariamente
tienen un impacto significativo en el desempeño óptimo. Este resultado es coherente con
otros relativos a limitaciones fundamentales [6, 18,75, 88] que indican que plantas con estas
caracteŕısticas son, en general, dif́ıciles de controlar de una manera razonable.

4.4. Conclusiones

Los resultados de este caṕıtulo versan sobre el cómputo expĺıcito del ĺımite de desempeño
alcanzable por un lazo de control sin restricciones estructurales cuando la planta es estable.
Se definen dos medidas de desempeño que tienen su origen en la idea de cuantificar la
enerǵıa del error de seguimiento. Una de ellas corresponde exactamente a dicha cantidad,
mientras que la otra es un promedio de ésta sobre todas las direcciones de referencia posibles.
No obstante, ambas son minimizadas por un mismo controlador que refleja el paradigma
elemental relacionado con que éste genere un inverso aproximado de la planta.

Desde el punto de vista del mejor desempeño alcanzable, los resultados indican que éste
puede verse seriamente deteriorado cuando los ceros de FNM de la planta son muy cercanos
a z = 1. Esto tiene sentido a la luz de resultados previos que indican que dichos rasgos
dinámicos imponen limitaciones fundamentales.



Caṕıtulo 5

CONTROL CON ESTRUCTURA

RESTRINGIDA

5.1. Introducción

En el presente caṕıtulo se abordan ideas esenciales relativas al control con estructura
restringida y al problema de ĺımites de desempeño asociado. Corresponde sin duda a uno
de los caṕıtulos más importantes de este trabajo de tesis, ya que condensa algunos de los
resultados originales de mayor alcance y relevancia. Una versión compacta de los temas
aqúı expuestos se puede encontrar en [2].

En este caṕıtulo se plantea el problema de ĺımites de desempeño cuando la ley de control
está subordinada a tener una determinada estructura. Tal como exponen diversos resultados
reportados en la literatura [61, 62, 84, 85, 89, 90], el problema de optimización cuadrática
asociado no es convexo, por lo que su resolución anaĺıtica es dif́ıcil. En este aspecto, se
entrega una condición suficiente para garantizar la convexidad del problema de optimización
asociado que será la base para los resultados del próximo caṕıtulo. Esta condición es algo
más restrictiva que la existente en la literatura [84, 89], no obstante, como se dejará de
manifiesto más adelante, tiene la ventaja de ser mucho más simple de manejar.

La condición que se deriva en este caṕıtulo para garantizar la convexidad del problema
de ĺımites de desempeño requiere que la planta posea la misma estructura que aquella que
se quiere imponer al controlador. Esto motiva el estudio de las propiedades estructurales
del controlador óptimo centralizado cuando la planta tiene una determinada estructura.
Los resultados indican que este tema está ı́ntimamente relacionado con la diagonalidad del
interactor unitario de ceros generalizado del Lema 2.5 en la pág. 22. De este modo, se
entrega una caracterización bastante simple de las plantas que poseen un GLUI diagonal, la
que depende esencialmente de una propiedad especial de los ceros de FNM. Adicionalmente
y como un resultado paralelo se demuestra que el GLUI es único.

Finalmente, estos desarrollos permiten establecer condiciones bajo las cuales el contro-
lador centralizado que logra el desempeño óptimo es estructurado per se. Este resultado es
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de gran relevancia para los intereses de esta tesis, ya que en definitiva permite distinguir la
clase de plantas para las cuales la restricción estructural sobre el controlador no ocasiona
ningún deterioro en el mejor desempeño alcanzable.

5.2. Motivación y estructuras de interés

La necesidad de imponer restricciones estructurales sobre el controlador puede provenir
de dos fuentes principales:

(a) Simplicidad.

Los controladores de tipo centralizado son, en general, de alta complejidad. Esto se
traduce en dificultades para tener una idea clara de cómo afectan los parámetros de
ajuste del controlador en la calidad del lazo y en diseños de baja integridad [7, 33]. De
este modo, los procedimientos de ajuste y mantención de controladores centralizados son
engorrosos y, por ende, suele preferirse estrategias de control de estructura restringida
que subsanen dichos inconvenientes.

(b) Restricciones de implementación.

Un controlador centralizado puede requerir de instrumentación que es inaccesible por
razones f́ısicas y/o económicas [35]. Un ejemplo claro de esta situación es la red de
distribución eléctrica, en donde es evidente que ejercer un control centralizado es de alto
costo y gran complejidad tecnológica dada la gran cantidad de variables involucradas y
las limitaciones f́ısicas que dificultan la transmisión de las mismas.

Si se requiere imponer restricciones estructurales en el control de un determinado proceso,
es claro que pueden haber ciertas estructuras que son muy ineficientes o simplemente proveen
desempeños muy pobres en términos de los objetivos de control. Esto obliga a disponer de
métodos y criterios sistemáticos para seleccionar la estructura de control más apropiada
para una determinada planta. Desarrollos en este tema se pueden encontrar en abundancia.
Dentro de las principales herramientas de selección de estructura se encuentran el arreglo
de ganancia relativa (RGA) [36], el arreglo de ganancia relativa dinámico (DRGA) [37,38],
el ı́ndice de Niederlinsky (NI) [39] y la Matriz de Participación (MP) [34, 40]. Todas estas
herramientas miden el nivel de interacción entre los distintos subsistemas que componen la
planta MIMO, para luego determinar en base a ciertos criterios qué interacciones dinámicas
son las más relevantes dentro del conjunto y aśı poder descartar algunas dentro el proceso
de diseño del controlador.

No obstante lo anterior, en ciertos tipos de sistemas que son inherentemente estructura-
dos [61], la estructura que se impone sobre el controlador es heredada a partir de aquella
de la planta. Esta situación es de particular interés en esta tesis y es el tema principal del
próximo caṕıtulo. A continuación se explora con detención esta idea para los conjuntos de



5.2. MOTIVACIÓN Y ESTRUCTURAS DE INTERÉS 59

restricciones estructurales (CRE) de interés en este trabajo, definidas en (2.6.1)-(2.6.3) en
la pág. 31.

Estructura diagonal por bloques Sd

Las plantas con modelo de tipo diagonal por bloques surgen en forma natural al agrupar
sistemas definidos por un subconjunto de entradas y salidas en un único modelo. De esta
manera, si se desea diseñar cierto controlador restringido en estructura para un planta de
tipo Sd, entonces la elección obvia es elegir a Sd como el CRE para el controlador. Esta
elección permite diseñar de manera independiente cada bloque de C(z) para su correspon-
diente bloque en la planta G(z). El caso más simple de este caso es el conocido control
descentralizado [48–60], el cual considera ni = 1, ∀i en (2.6.1), y por ende el diseño MIMO
puede ser visto como el diseño de n lazos de control escalar independientes.

Estructura rala simple S1

De acuerdo a (2.6.2) en la pág. 31, el CRE S1 es el siguiente paso en complejidad estruc-
tural ya que incluye al CRE de tipo Sd y agrega un subsistema que describe la interacción
entre dos canales adicionales. Debe notarse que para una planta G(z) ∈ S1, la elección
natural para la estructura del controlador es la misma S1. Para aclarar esta afirmación, con-
sidérese a Yi(z) como la transformada Z de la i-ésima salida de G(z). Entonces, la relación
entre Yi(z) y la entrada U(z) es

Yi(z) =





Gii(z)Ui(z) i 6= k.

Gk`(z)U`(z) + Gkk(z)Uk(z) i = k.

(5.2.1)

Esta relación implica que el efecto de U`(z) en Yk(z) es nulo si y sólo si

Uk(z) = Ckk(z)Ek(z)− (Gkk(z))−1
Gk`(z)C``(z)E`(z), (5.2.2)

donde Ei(z) es la transformada Z del error en el i-ésimo canal del lazo. Además, como
Gk`(z) no tiene efecto en los demás canales, entonces para compensar el efecto de Gk`(z)
basta con considerar un controlador de tipo S1. Es necesario enfatizar que este enfoque es
de tipo intuitivo y se realiza sólo con fines ilustrativos, ya que en general (5.2.2) es una
relación ideal que normalmente entrega controladores que no son admisibles.

Estructura triangular St

El CRE St es el más general de los tipos de estructuras consideradas en esta tesis. Su
definición (2.6.3) en la pág. 31 corresponde a una estructura triangular inferior, no obstante,
cualquier estructura triangular puede ser llevada a una de tipo St mediante un ordenamiento
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apropiado de las entradas y salidas del sistema.
Ejemplos de sistemas que en forma natural tienen estructura triangular son los procesos

qúımicos en cadena (neutralización de pH, destilación en cascada, etc.) y las formaciones de
veh́ıculos automáticos [61]. Si la planta G(z) ∈ St, entonces la motivación para emplear un
controlador de la misma estructura pasa por preservar el sentido del flujo de información
entre las distintas entradas y salidas de G(z). Para más detalles respecto a este punto, se
sugiere al lector consultar [61].

5.3. El problema de ĺımites en desempeño con estructura restringida

Dado que la cuantificación del mejor desempeño alcanzable por un lazo de control MIMO
centralizado ha sido realizada en el Caṕıtulo 4, cabe ahora preguntarse qué es lo que ocurre
con el desempeño óptimo cuando se imponen restricciones estructurales sobre el controlador.
De una manera intuitiva, es claro que en la medida que la estructura de control sea más
simple, el mejor desempeño alcanzable será cada vez más deficiente. Esto significa que, en
general, al forzar restricciones estructurales sobre el controlador se incurre necesariamente
en un deterioro en el mejor desempeño posible.

Para dar una respuesta precisa a esta interrogante, es necesario plantear un problema
de optimización que posee una dificultad considerable, tal como se explora en la sección
siguiente.

5.3.1. Dificultades asociadas al planteamiento general

Considérese una planta G(z) ∈ RH∞ y, en base a los resultados del caṕıtulo anterior,
def́ınase la medida de desempeño

J =
∣∣∣∣
∣∣∣∣(I −G(z)Q(z))

1
z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

, (5.3.1)

donde Q(z) ∈ RH∞ y tal que garantiza integración en el lazo. Como ya se ha visto, el
funcional J corresponde al valor esperado de la enerǵıa del error de seguimiento cuando la
referencia es del tipo r(t) = vµ(t), v ∈ Rn y v es una variable aleatoria tal que E {v} = 0

y E {
vvT

}
= I (ver desarrollo en pág. 52).

Forzar que el controlador C(z) tenga una determinada estructura significa asegurar que
C(z) ∈ S con S algún CRE definido previamente. Esto implica, de acuerdo al Lema 3.1 en
la pág. 34, que el parámetro de Youla Q(z) debe ser tal que

Q(z) (I −G(z)Q(z))−1 ∈ S. (5.3.2)
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Luego, el ĺımite de desempeño cuando el controlador está restringido a S está dado por

JS opt = mı́n
Q(z)∈RH∞

Q(z)(I−G(z)Q(z))−1∈S

J. (5.3.3)

Si G(z) no tiene ninguna estructura en particular, el problema de optimización que se debe
resolver en (5.3.3) posee un espacio de soluciones no convexo [2, 61, 62, 84, 85, 90]. Dicho de
otro modo, si se desea garantizar cierta estructura sobre el controlador, entonces el espacio
al cual debe pertenecer Q(z) no es convexo. Luego, considerando que nuestro interés está en
los resultados anaĺıticos expĺıcitos, la situación se complica considerablemente ya que los
problemas de optimización no convexos no poseen necesariamente un mı́nimo global [91].

En la siguiente sección se establece una condición suficiente para la convexidad del proble-
ma de optimización (5.3.3) que permitirá obtener resultados importantes relativos a ĺımites
de desempeño con estructura restringida en el Caṕıtulo 6.

5.3.2. Condiciones para la convexidad del problema

Las siguiente suposición es necesaria para los próximos desarrollos.

Suposición 1: La matriz de transferencia G(z) es estable, estrictamente propia y tiene
ganancia a continua no singular, es decir, G(z) ∈ RH2 y G(1) es no singular.

Debe notarse que la suposición anterior no es muy restrictiva ya que si se trabaja con
plantas reales, entonces G(z) será estrictamente propia en la gran mayoŕıa de los casos. Por
otro lado, de acuerdo a la definición de la medida de desempeño J en (5.3.1), Q(z) debe
asegurar integración en el lazo. Una condición necesaria y suficiente para esto [6] es que
Q(1) = G−1(1), lo cual a su vez usando la Suposición 1 implica que Q(z) es no singular c.
e. t. p. y, por ende, invertible.

Un concepto clave dentro de esta sección es el de CRE estructuralmente cerrado bajo
inversión, definido de manera formal a continuación.

Definición 5.1 (CRE estructuralmente cerrado bajo inversión)

Un conjunto de restricción estructural S se dice estructuralmente cerrado bajo inversión si
y sólo si para cada X(z) ∈ S tal que X(z) es no singular c. e. t. p., entonces X−1(z) tiene
la estructura de S.

Los CRE que son estructuralmente cerrados bajo inversión tiene la propiedad de ser con-
vexos, tal como expone el lema siguiente.

Lema 5.1 (Convexidad de CRE estructuralmente cerrados bajo inversión)

Sea S un CRE estructuralmente cerrado bajo inversión, entonces S es un conjunto convexo.
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Demostración:

Para demostrar que todo CRE estructuralmente cerrado bajo inversión es convexo, basta
con probar que cualquier combinación lineal convexa [91, 92] de elementos en S pertenece
también a S. Para ello, sean A(z) ∈ S, B(z) ∈ S y def́ınase la combinación lineal convexa

C(z) = αA(z) + (1− α)B(z), 0 ≤ α ≤ 1 (5.3.4)

Como S es un CRE entonces αA(z) ∈ S, (1− α)B(z) ∈ S y, en consecuencia, C(z) ∈ S.

¤¤¤

El próximo teorema [2] entrega un condición necesaria y suficiente para que las restric-
ciones estructurales sobre C(z) sean heredadas por Q(z).

Teorema 5.1 (Restricciones estructurales sobre Q(z))
Sea S un CRE estructuralmente cerrado bajo inversión y sea G(z) una matriz de transfe-
rencia que satisface la Suposición 1. Entonces C(z) ∈ S, ∀Q(z) ∈ S si y sólo si G(z) ∈ S.

Demostración:

(⇐) Considérese Q(z) ∈ S que, de acuerdo a la Suposición 1, es no singular c. e. t. p.
Como G(z) ∈ S es estrictamente propia, entonces la matriz

K(z) = Q−1(z)−G(z), (5.3.5)

es no singular c. e. t. p. Además, dado que S es estructuralmente cerrado bajo inversión,
entonces Q−1(z) ∈ S y por ende K(z) ∈ S. Estos argumentos implican que K−1(z)
está bien definida y que K−1(z) ∈ S. Luego, la necesidad se consigue notando que
K−1(z) = Q(z) (I −G(z)Q(z))−1 = C(z).

(⇒) La suficiencia se obtiene usando los argumentos anteriores en el sentido inverso.

¤¤¤

El Teorema 5.1 permite, bajo las suposiciones que G(z) posee la misma estructura que la
de C(z) y que S es un CRE estructuralmente cerrado bajo inversión, reformular el problema
de optimización (5.3.3) como sigue

JS opt = mı́n
Q(z)∈RH∞∩S

J. (5.3.6)

La convexidad de este problema está garantizada ya que tanto RH∞ como S son espacios
convexos. Esto es de suma importancia para los efectos de este trabajo de tesis, ya que
los tres CRE de interés (Sd, S1 y St) tienen la propiedad de ser estructuralmente cerrados
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bajo inversión y, por ende, la formulación (5.3.6) permitirá calcular de manera expĺıcita
los ĺımites de desempeño con estructura restringida en el caṕıtulo siguiente. Nótese además
que el Teorema 5.1 puede usarse para otros problemas de optimización de una naturaleza
similar a la de aquel necesario para el cómputo de ĺımites de desempeño. De hecho, esto
se aprovecha en el Caṕıtulo 7 para, mediante la inclusión de una función de ponderación
en el funcional a optimizar, proponer un método de diseño de controladores de estructura
triangular.

La condición del Teorema 5.1 puede abarcar estructuras más complejas que las aqúı con-
sideradas, ya que sólo basta con que éstas tengan la propiedad de ser estructuralmente
cerradas bajo inversión. Esto abre la posibilidad de considerar, por ejemplo, casos como el
de estructuras simétricas y las denominadas skyline [89].

La herencia estructural entre C(z) y Q(z) provista por el Teorema 5.1 es la misma que
entrega un resultado ya existente en la literatura [84, 89] y que, por cierto, es más general.
A continuación se enuncia éste en forma compacta a fin poder contrastarlo con el nuestro.

Lema 5.2 (Invarianza cuadrática y restricciones sobre Q(z))
Sea G(z) ∈ RH∞ y sea S un CRE, entonces C(z) ∈ S, ∀Q(z) ∈ S si y sólo si el conjunto
S es cuadráticamente invariante (QI) bajo G(z), es decir satisface

C(z)G(z)C(z) ∈ S, ∀C(z) ∈ S (5.3.7)

Demostración:

Se sugiere al lector consultar [84,89] para la demostración de este resultado.

¤¤¤

El Lema 5.2 permite dar un caracterización general de todas las plantas en las cuales
las restricciones estructurales impuestas sobre el controlador son heredadas directamente
por el parámetro de Youla. Esta caracterización descansa en una propiedad algebraica (QI)
que debe satisfacer el CRE con respecto a la planta en consideración y permite que el
problema de optimización asociado a ĺımites de desempeño puede ser planteado en forma
convexa como en (5.3.6). Si bien este resultado es bastante más general que el expuesto por
el Teorema 5.11, la condición de invarianza cuadrática es bastante compleja de verificar y
sólo se dispone de un test computacional en [62] aplicado a ciertas estructuras en particular.

Por otro lado, el resultado del Teorema 5.1 requiere que el CRE cumpla una propiedad
algebraica simple (ser estructuralmente cerrado bajo inversión) y que la planta pertenezca al
mismo CRE. Esto evidentemente se puede verificar de manera más directa que la condición
de QI, lo cual pone de manifiesto que las condiciones del Teorema 5.1 son considerablemente
más simples que la del Lema 5.2.

1En efecto, el planteamiento original en [84,89] considera otras restricciones estructurales además de las
ralas.



5.4. PROPIEDADES ESTRUCTURALES DE LA SOLUCIÓN CENTRALIZADA 64

Para finalizar esta sección, a continuación se expone una observación adicional respecto
al uso del Teorema 5.1 (que también se aplica al Lema 5.2).

Observación 5.1 (Suficiencia del Teorema 5.1)

Es necesario enfatizar que la herramienta provista por el resultado del Teorema 5.1 es sólo
suficiente para garantizar la convexidad del problema de optimización (5.3.3). Esto significa
que no podemos asegurar que la única manera de formular el problema (5.3.3) en forma
convexa es mediante el uso del Teorema 5.1.

5.4. Propiedades estructurales de la solución centralizada

Aśı como en la sección anterior se introdujo la idea de considerar plantas con la misma
estructura que el controlador, ahora es el turno de pensar en qué es lo que ocurre con
la solución del problema de ĺımite de desempeño centralizado cuando la planta tiene una
estructura restringida.

De acuerdo al Lema 4.2 en la pág. 54, la solución centralizada al problema de ĺımite de
desempeño es

Qopt(z) = (ξG(z)G(z))−1
, (5.4.1)

donde G(z) ∈ RH∞ y ξG(z) es un GLUI de G(z). Si la planta es pertenece a una clase
estructuralmente cerrada bajo inversión, entonces la estructura de Qopt(z) depende de las
propiedades de ξG(z). Además, de acuerdo al Lema 3.1 en la pág. 34, el controlador óptimo
asociado a Qopt(z) está dado por

Copt(z) =
(
Qopt

−1(z)−G(z)
)−1

, (5.4.2)

lo cual implica que la estructura del controlador óptimo Copt(z) depende directamente de
las propiedades estructurales de Qopt(z). Luego, se puede concluir que la estructura que
posee Copt(z) depende en definitiva de las propiedades estructurales del GLUI ξG(z). A
continuación se presentan resultados importantes en este tema.

5.4.1. Propiedades del interactor unitario de ceros

Unicidad del GLUI

El algoritmo descrito en el Lema 2.5 en la pág. 22 no indica nada respecto de la unicidad
del GLUI. El siguiente teorema garantiza que éste efectivamente es único [2]. Este resultado,
si bien se aleja de la discusión actual referente a la estructura de la solución centralizada
del problema de ĺımites de desempeño, se presenta en esta sección ya que requiere de ideas
que habŕıan sido engorrosas de introducir antes.
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Teorema 5.2 (Unicidad del GLUI)

Si A(z) ∈ RH∞ es no singular c. e. t. p. y no tiene ceros sobre la circunferencia unitaria,
entonces el interactor unitario izquierdo de ceros generalizado, ξA(z), definido en el Lema
2.5 es único.

Demostración:

Considérese el funcional

JX =
∣∣∣∣
∣∣∣∣(I −A(z)X(z))

1
z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

, (5.4.3)

donde X(z) ∈ RH∞. Usando el Lema 4.2 con G(z) = X(z) se tiene que

Xopt(z) = arg mı́n
X(z)∈RH∞

JX (5.4.4)

= (ξA(z)A(z))−1
, (5.4.5)

con ξA(z) un GLUI asociado a A(z). Como JX es un funcional convexo y RH∞ es un
espacio del mismo tipo, entonces la solución óptima Xopt(z) es única [91]. Luego, si ξ1(z)
y ξ2(z) son dos GLUI asociados a A(z), se debe cumplir

(ξ1(z)A(z))−1 = (ξ2(z)A(z))−1
. (5.4.6)

Dado que las matrices involucradas en (5.4.6) son todas no singulares c. e. t. p., se tiene que
ξ1(z) = ξ2(z) y en consecuencia el GLUI es único.

¤¤¤

Este teorema complementa las propiedades ya conocidas sobre GLUI [12, 28] y permite
identificar que, en base al planteamiento de Lema 2.5, éste es independiente del ordenamiento
dado al conjunto de ceros de FNM de A(z).

Diagonalidad del GLUI

A fin de establecer condiciones bajo las cuales el GLUI de una determinada matriz de
transferencia es diagonal, considérese la siguiente definición [2].

Definición 5.2 (Cero canónico izquierdo)

Un cero en z = c de una matriz de transferencia A(z) ∈ Cn×n se dice canónico izquierdo
si y sólo si su multiplicidad algebraica, αc, satisface

αc =
n∑

j=1

mc
j , (5.4.7)
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donde mc
j se define como la multiplicidad algebraica del cero en la j-ésima fila, es decir mc

j

es tal que

[A(z)]j∗ =





(z − c)mc
j F c

j (z) si |c| < ∞
1

zmc
j
F c

j (z) si c = ∞
, (5.4.8)

donde [A(z)]j∗ denota la j-ésima fila de A(z) y 0 <
∣∣∣
∣∣∣F c

j (c)T
∣∣∣
∣∣∣ < ∞.

La noción de cero canónico derecho puede ser definida de una manera análoga, pero
considerando columnas en vez de filas. La definición anterior implica que una condición
necesaria para que un cero sea canónico izquierdo (derecho) es que éste anule alguna fila
(columna) de la matriz de transferencia. Esto significa que los denominados ceros distribuidos
[6] no son canónicos izquierdos (ni derechos) por naturaleza. El concepto de cero canónico
izquierdo o derecho es original de este trabajo de tesis y a modo ilustrativo se exponen
algunos ejemplos.

Ejemplo 5.1: Considérese las matrices de transferencia

G1(z) =




1
z2

1
z

1
z

1
z2


 , G2(z) =




1
z

0

1
z

1
z2


 , (5.4.9)

G3(z) =




z − 2
z2

(z − 2)(z − 3)
z3

0
z − 3
z2


 , G4(z) =




z − 2
z3

1

0
z − 3

z


 , (5.4.10)

cuyos conjuntos de ceros de FNM (contando multiplicidades) son respectivamente

C1 = {∞,∞}, C2 = {∞,∞,∞}, C3 = {∞,∞, 2, 3}, C4 = {∞,∞, 2, 3}. (5.4.11)

En el caso de G1(z), el cero en infinito es canónico izquierdo y derecho. En G2(z), el cero
en infinito no es canónico izquierdo, pero śı derecho. Para el caso de G3(z), todos los ceros
de FNM son canónicos izquierdos y derechos. En el caso de G4(z), los ceros en infinito y
en z = 2 son canónicos derechos, mientras que el cero en z = 3 es canónico izquierdo.

El siguiente teorema entrega una condición necesaria y suficiente bajo la cual el GLUI
de una matriz de transferencia es diagonal [2].

Teorema 5.3 (Condición para GLUI diagonal)

Sea A(z) ∈ RH∞ no singular c. e. t. p. y sin ceros sobre la circunferencia unitaria. En-
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tonces, el GLUI asociado a A(z), ξA(z), es diagonal si y sólo si todo cero de FNM de A(z)
es canónico izquierdo.

Demostración:

(⇒) Por la definición de ξA(z),

A(z) = ξA
−1(z)Ã(z), (5.4.12)

donde Ã(z) es estable, bipropia y de FM. Luego, los ceros de FNM de A(z) son los
ceros de FNM de ξA

−1(z). Como ξA
−1(z) es diagonal, entonces todos sus ceros de

FNM son canónicos izquierdos (ya que todos anulan filas de ξA
−1(z)) y se obtiene el

resultado.

(⇐) Si todos los ceros de FNM de A(z) son canónicos izquierdos, entonces por la
Definición 5.2 la j-ésima fila de A(z) puede expresarse como

[A(z)]j∗ =

(
1

zm∞
j

r∏

i=1

(z − qi)m
qi
j

)
Fj(z), ∀ j = 1, 2, . . . , n (5.4.13)

donde {q1, q2, . . . , qr} es el conjunto de ceros de FNM finitos (sin contar multiplici-
dades) de A(z), mqi

j (m∞
j ) es la multiplicidad en la fila j del cero en z = qi (z = ∞)

tal como se define en (5.4.8), y el vector Fj(z) es tal que 0 <
∣∣∣
∣∣∣Fj

T (ci)
∣∣∣
∣∣∣ < ∞, ∀j =

1, 2, . . . , n, ∀ ci cero de FNM de A(z). Def́ınase

ξ(z) = diag {ξ11(z), ξ22(z), . . . , ξnn(z)} , (5.4.14)

con

ξjj(z) = zm∞
j

r∏

i=1

(
(1− zq̄i)(1− qi)
(z − qi)(1− q̄i)

)m
qi
j

, ∀ j = 1, 2, . . . , n. (5.4.15)

Es evidente que ξ(z) es de FM, unitario y tal que

0 <
∣∣∣
∣∣∣[ξ(z)A(z)]Tj∗ (ci)

∣∣∣
∣∣∣ < ∞, ∀ j = 1, 2, . . . , n. (5.4.16)

Esto implica que el producto ξ(z)A(z) no tiene ninguno de los ceros de FNM canónicos
izquierdos de A(z), pero como A(z) tiene sólo ceros de FNM de esta clase, ξ(z)A(z)
es estable, bipropio y FM. Se concluye aśı que ξ(z) es GLUI de A(z) y, por ende,
ξ(z) = ξA(z), con lo cual el resultado procede.

¤¤¤
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El Teorema 5.3 es el primer resultado en la literatura que entrega una caracterización
expĺıcita de las matrices de transferencia que poseen un GLUI diagonal. Trabajos previos
que tratan el tema [29, 30] sólo abordan el caso de ceros de FNM en infinito y se reducen
simplemente a chequear la diagonalidad del interactor, sin proveer ninguna conexión de
esto con las caracteŕısticas dinámicas de la planta. Además, la caracterización del Teorema
5.3 tiene la ventaja de basarse en una propiedad de los ceros de FNM que es simple y se
puede chequear por inspección de la matriz de transferencia. La importancia de los GLUI
diagonales se relaciona con las propiedades del desacople dinámico total [31], pruebas de
autocorrelación en control de varianza mı́nima [32] y, como se verá en la sección siguiente,
con la estructura del controlador que logra el desempeño óptimo en un lazo de control
MIMO con planta estructurada. Se destaca el hecho que el resultado del Teorema 5.3 se
puede extender de manera directa al caso de GRUI usando la noción de ceros canónicos
derechos.

Un corolario interesante que se desprende del Teorema 5.3 es el siguiente.

Corolario 5.1 (GLUI diagonal y direcciones izquierdas de ceros)

Considérese A(z) como en el Teorema 5.3 y def́ınase {c1, c2, . . . , cnc} como el conjunto de
ceros de FNM de A(z) (contando multiplicidades). Entonces, si todos los ceros de FNM de
A(z) son canónicos izquierdos, las direcciones izquierdas de éstos son elementales.

Demostración:

Por la definición de GLUI se tiene que

A(ci) = ξ−1
A (ci)Ã(ci) (5.4.17)

es singular, y Ã(ci) es no singular ∀i = 1, 2, . . . , nc. Si todo cero de FNM de A(z) es canónico
izquierdo entonces por el Teorema 5.3 ξA(z) es diagonal y, dada (5.4.17), esto implica que
existe una base elemental para el espacio nulo izquierdo de A(ci), ∀i = 1, 2, . . . , nc. Esto
significa, a su vez, que las direcciones izquierdas de todos los ceros de FNM son elementales.

¤¤¤

El corolario anterior debe ser tomado con precaución, ya que establece sólo una condición
suficiente para que las direcciones izquierdas de los ceros de FNM de A(z) sean elementales.
El próximo ejemplo aclara este punto.

Ejemplo 5.2: Considérese la matriz de transferencia

A(z) =




1 0

(z − 2)
z2

(z − 2)2

z2


 (5.4.18)
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A(z) posee dos ceros de FNM en z = 2, ambos con dirección elemental η = [0 1]T . No
obstante, el lector puede chequear que sólo uno de los ceros en z = 2 es canónico izquierdo
y, en consecuencia, el GLUI no es diagonal.

Para finalizar esta sección, a continuación se presenta un resultado técnico que se rela-
ciona con la forma en que se construye el GLUI y que será de gran importancia en el caṕıtulo
siguiente.

Lema 5.3 (Ceros canónicos izquierdos y construcción del GLUI)

Sea A(z) ∈ RH∞ no singular c. e. t. p., sin ceros sobre la circunferencia unitaria y con un
conjunto de ceros de FNM (contando multiplicidades) C. Considérese los vectores ηi en el
algoritmo para la construcción de GLUI del Lema 2.5 en la pág. 22 con el ordenamiento de
ceros definido por C. Entonces, si los primeros nclc

ceros en C son canónicos izquierdos, ηi

es elemental ∀i = 1, 2, . . . , nclc
.

Demostración:

La demostración procede de manera inductiva en base al algoritmo para construir GLUI.
Consideremos la factorización del primer cero en C. Si el cero canónico izquierdo en z = c1

anula la j-ésima fila de A(z), entonces se cumple

[A(c1)]j∗ = 0, (5.4.19)

lo cual implica que el vector η1 que satisface

η1A(c1) = 0, (5.4.20)

es el j-ésimo elemento de la base elemental de Rn×n, es decir, η1 = ej
n. Luego, el factor

unitario

L1(z) =
[
η1 U1

]



f1(z) 0

0 In−1







η1
H

U1
H


 , (5.4.21)

con f1(z) definido en (2.4.14), es diagonal ya que [η1 U1] es una matriz de permutación.
Consideremos ahora la factorización del cero en z = c2. Siguiendo los pasos del algoritmo

descrito en el Lema 2.5 se tiene que la matriz (L1(z)A(z))|z=c2
tiene alguna fila idéntica-

mente nula. Luego, por un argumento similar al caso anterior, se tiene que η2 es un vector
elemental. Si se sigue este procedimiento hasta el cero en z = cnlc

se obtiene el resultado
buscado.

¤¤¤
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5.4.2. Estructura de la solución centralizada

Con los resultados de la sección anterior en mente, se puede ahora enunciar un resultado
importante relativo a la estructura del controlador óptimo centralizado que provee el mejor
desempeño alcanzable cuando la planta es estructurada [2].

Teorema 5.4 (Propiedades estructurales del controlador óptimo centralizado)

Considérese el problema de ĺımite de desempeño con control centralizado del Lema 4.2 en la
pág. 54 y su solución dada por el controlador óptimo Copt(z) en (5.4.2). Entonces:

(a) Si G(z) ∈ RH2 ∩ Sd, entonces Copt(z) ∈ Sd.

(b) Si G(z) ∈ RH2∩St, entonces Copt(z) ∈ St si y sólo si todos los ceros de FNM de G(z)
son canónicos izquierdos.

(c) En el caso de estructura rala simple, el punto anterior puede ser particularizado más
aún. Si G(z) ∈ RH2 ∩ S1, entonces Copt(z) ∈ S1 si y sólo si G(z) no tiene ceros de
FNM que son ceros de Gkk(z) con una multiplicidad algebraica mayor a la del mismo
cero en Gk`(z).

Demostración:

(a) Inmediata en base al hecho que el GLUI asociado a un matriz diagonal por bloques,
tiene la misma estructura (con las mismas dimensiones por bloque).

(b) (⇐) A partir del Teorema 5.3 se tiene que si todo cero de FNM de G(z) es canónico
izquierdo, entonces ξG(z) es diagonal. Usando (5.4.1) se tiene que, como G(z) ∈ St

y St es estructuralmente cerrado bajo inversión, Qopt(z) ∈ St. Esto último junto
con (5.4.2) implican que Copt(z) ∈ St.

(⇒) El Teorema 5.1 implica que Qopt(z) ∈ St. Como St estructuralmente cerrado
bajo inversión y G(z) ∈ St, se tiene que ξG(z) ∈ St (es decir, el GLUI es triangular).
Por otro lado, las únicas matrices triangulares unitarias son aquellas diagonales,
por lo que ξG(z) ∈ Sd y, con el Teorema 5.3, se concluye que todo cero de FNM
de G(z) es canónico izquierdo.

(c) Directa de la parte anterior y considerando que los únicos ceros de FNM de G(z) ∈ S1

que no son canónicos izquierdos, son aquellos que son ceros de Gkk(z) con multiplicidad
algebraica mayor que la del mismo cero en Gk`(z).

¤¤¤

La primera parte del Teorema anterior es muy simple y, en realidad, son los puntos (b)
y (c) los más relevantes. Estos resultados indican que si la planta es estructurada, entonces
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las propiedades de sus ceros de FNM (esto es, su porción no invertible) son cruciales en
la estructura del controlador óptimo. En efecto, si la planta posee ceros de FNM que son
suficientemente simples (o más preciso, si son todos canónicos izquierdos), entonces el flujo
de información entre las entradas y salidas de la planta es preservado en forma natural
bajo la ley de realimentación óptima. Más aún, esto significa que si se desea restringir la
estructura del controlador a la misma de la planta y ésta posee sólo ceros de FNM canónicos
izquierdos, entonces la restricción estructural no afecta al desempeño óptimo. Este fenómeno
es de gran importancia y constituye una de los resultados principales de este trabajo.

Para el caso de ceros de FNM en infinito, estos resultados tienen una interpretación
clara. Para ilustrar esta idea, considérese

G(z) =




z−1 0

z−x z−2


 ∈ St. (5.4.22)

Es claro que si x ≥ 2, todos los ceros de FNM de G(z) son canónicos izquierdos y por ende
Copt(z) en (5.4.2) es de tipo St. Del mismo modo, si 0 ≤ x < 2, entonces Copt(z) es un
controlador centralizado. En efecto, consideremos un controlador triangular de la forma

Ct(z) =




C11(z) 0

C21(z) C22(z)


 , (5.4.23)

el cual de origen a




Y1(z)

Y2(z)


 =




z−1C11(z) 0

z−2C21(z) + z−xC11(z) z−2C22(z)







E1(z)

E2(z)


 , (5.4.24)

donde E(z) = [E1(z) E2(z)]T = Z {e(t)} e Y (z) = [Y1(z) Y2(z)]T = Z {y(t)}. Por otro
lado, considérese un controlador centralizado

C(z) =




C11(z) C12(z)

C21(z) C22(z)


 , (5.4.25)

que da origen a




Y1(z)

Y2(z)


 =




z−1C11(z) z−1C12(z)

z−2C21(z) + z−xC11(z) z−2C22(z) + z−xC12(z)







E1(z)

E2(z)


 . (5.4.26)
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Por inspección de (5.4.24) y (5.4.26) se puede notar que, bajo el criterio de mantener mı́nimo
el retardo entre la señal de error y la salida, el único caso en que elegir C12(z) 6= 0 es
ventajoso es cuando x < 2. Si x ≥ 2 entonces, independientemente de C12(z), el retardo
mı́nimo entre e(t) e y(t) está fijo y la elección natural es C12(z) = 0. Se puede apreciar que
esto es coherente con las condiciones que garantizan que el controlador óptimo Copt(z) es
triangular.

5.5. Conclusiones

La motivación para restringir la estructura de un controlador MIMO pasa normalmente
por razones tecnológicas y/o porque la estructura de la planta induce un determinado flujo
de información en el modo como se procesan las variables sensadas para generar las señales
de actuación sobre el proceso.

Es natural pensar que, a medida que la estructura del control es más simple, el de-
sempeño óptimo alcanzable debe verse afectado. Esto motiva el cómputo de los ĺımites de
desempeño de lazos de control MIMO cuando se imponen restricciones estructurales sobre
el controlador. La principal dificultad de este planteamiento radica en que el problema de
optimización asociado es, en general, no convexo, con lo cual su resolución expĺıcita se com-
plica considerablemente. No obstante, si el CRE posee la propiedad de ser estructuralmente
cerrado bajo inversión y la planta tiene la misma estructura que éste, entonces el problema
de optimización cuadrática es convexo y puede ser resuelto con herramientas estándar. Este
resultado aventaja a otro existente en la literatura gracias a la notoria simplicidad en las
condiciones que garantizan la convexidad del problema.

Por otro lado, si la planta es estructurada y pertenece a un CRE estructuralmente
cerrado bajo inversión, entonces existen condiciones bajo las cuales la solución óptima del
problema no restringido del caṕıtulo anterior posee dicha estructura per se. En particular,
se entrega una caracterización simple de las plantas en las que este fenómeno ocurre, la
cual depende de la diagonalidad del GLUI asociado. Los resultados indican que si los ceros
de FNM de la planta tienen la propiedad de ser canónicos izquierdos, entonces el GLUI es
diagonal. Este resultado, junto con la demostración de la unicidad del GLUI, es original
dentro de la literatura actual y complementa las propiedades ya conocidas de este tipo de
interactores. Finalmente, poder identificar cuándo el GLUI de un planta es diagonal es de
gran importancia conceptual, ya que en definitiva implica que si dicha planta es restringida
en estructura, imponer las mismas restricciones estructurales sobre el control no tiene ningún
efecto desde el punto de vista del mejor desempeño alcanzable.



Caṕıtulo 6

ĹIMITES DE DESEMPEÑO EN

CONTROL RESTRINGIDO

6.1. Introducción

Este caṕıtulo trata sobre el cómputo expĺıcito de los limites de desempeño en el control
con estructura restringida para los casos de interés en esta tesis (Sd, S1 y St). Los resultados
se basan en aquellos de [3] y corresponden a una de las contribuciones de mayor importancia
de este trabajo.

Los únicos resultados reportados en la literatura respecto de limites de desempeño con-
siderando restricciones estructurales en el controlador se encuentran en [47]. En dicho traba-
jo, el autor establece un procedimiento numérico para obtener el mejor desempeño alcanzable
en el contexto de varianza mı́nima para el caso de control descentralizado y suponiendo que
se tiene estabilidad en el lazo. La naturaleza numérica de dichos resultados, al contrario de
los expuestos en este caṕıtulo, no revela cuáles son los rasgos dinámicos que tienen un efecto
significativo sobre el desempeño óptimo.

El desarrollo de los contenidos de este caṕıtulo se inscribe dentro del marco de trabajo
definido por los resultados del caṕıtulo anterior, es decir, a fin de garantizar un problema de
optimización convexo, se supone que la planta posee la misma estructura que el controlador.
Además, en el caṕıtulo anterior se concluyó que si todos los ceros de FNM de la planta tienen
la propiedad de ser canónicos izquierdos, entonces restringir la estructura del controlador
tiene un impacto nulo sobre el mejor desempeño alcanzable. De esta forma, el resultado
fundamental de este caṕıtulo es justamente cuantificar de manera expĺıcita el desempeño
óptimo y el controlador que lo logra cuando los ceros de FNM de la planta no tienen
necesariamente dicha propiedad.
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6.2. Estructura diagonal por bloques

Si la planta es tal que G(z) ∈ RH2∩Sd, entonces la parte (a) del Teorema 5.4 en la pág.
70 indica que el controlador óptimo sin restricción estructural Copt(z) ∈ Sd. Esto implica
que en este caso no existe deterioro en el desempeño óptimo por el hecho de restringir la
estructura del controlador a una del tipo Sd. Luego, el mejor desempeño alcanzable y el
controlador óptimos están dados por los resultados de Lema 4.2 en la pág. 54.

6.3. Estructura rala simple

En esta sección se considera el caso en que tanto la planta como el controlador son de
la clase S1. Esta estructura es un caso particular de la dada por St en la sección siguiente.
No obstante, se incluye en forma separada ya que su simplicidad por sobre el caso trian-
gular entrega una visión más intuitiva sobre la naturaleza de los resultados. Además, debe
servir como preámbulo a los resultados para el caso St, que ciertamente tienen un grado de
tecnicismos que pueden oscurecer los aspectos conceptuales importantes. Para facilitar la
exposición de los contenidos, def́ınase

J1 opt = mı́n
Q(z)∈RH∞∩S1

J, (6.3.1)

Q1 opt(z) = arg mı́n
Q(z)∈RH∞∩S1

J, (6.3.2)

es decir, J1 opt es el mejor desempeño alcanzable en un lazo con planta y controlador de tipo
S1 y Q1 opt(z) es el parámetro de Youla asociado al controlador óptimo que consigue dicho
desempeño. El próximo teorema entrega la solución expĺıcita para el problema de interés.

Teorema 6.1 (Ĺımite de desempeño en caso ralo simple)

Considérese G(z) ∈ RH2 ∩ S1 no singular c. e. t. p. y sin ceros sobre la circunferencia
unitaria. Entonces,

(a) El parámetro de Youla óptimo Q1 opt(z) es

Q1 opt(z) = diag
{
[Q1 opt(z)]11 , [Q1 opt(z)]22 , . . . , [Q1 opt(z)]nn

}
+ (6.3.3)

+ [Q1 opt(z)]k` 1k`, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ ` ≤ n, (6.3.4)
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donde

[Q1 opt(z)]ii =





(ξGii(z)Gii(z))−1 si i 6= `

∑n
j=1
j 6=k

[Qopt(z)]`j si i = `

, (6.3.5)

[Q1 opt(z)]k` =
n∑

j=1
j 6=k

[Qopt(z)]kj , (6.3.6)

con ξGii
(z) GLUI de Gii(z), Qopt(z) = (ξG(x)G(z))−1, ξG(z) es un GLUI de G(z) y

la matriz 1k` ∈ Cn×n es tal que tiene todos sus elementos nulos salvo el elemento (k, `),
en el cual tiene un uno.

(b) Def́ınase la matriz 2× 2

Ĝ(z) =




G``(z) 0

Gk`(z) Gkk(z)


 ∈ RL2, (6.3.7)

y el conjunto ordenado de ceros de FNM (contando multiplicidades) de Ĝ(z) como

Ĉ = {ĉ1, ĉ2, . . . , ĉn̂c} (6.3.8)

= C`` ∪ {
ĉn``

c +1, · · · , ĉn``
c +nc k`

, ĉn``
c +nc k`+1, · · · , ĉn``

c +nc k`+nc k̄`

}
, (6.3.9)

donde se considera que el operador unión preserva el ordenamiento y el conjunto C`` ⊆ Ĉ
es tal que contiene los n``

c ceros de FNM de Ĝ(z) que también son ceros de FNM de
G``(z) ordenados de un modo tal que |ĉi| < ∞ para i = 1, 2, . . . , r``, y r`` denota el
número de ceros de FNM finitos en C``; nc k` es el número de ceros de FNM de Gkk(z)
que son simultáneamente ceros de FNM de Gk`(z) , nc k̄` es el número de ceros de FNM
de Gkk(z) que no son ceros de FNM de Gk`(z).

Entonces, el desempeño óptimo J1 opt es

J1 opt = Jopt +
n̂c∑

i=n``
c +nc k`+1

h(ĉi)
∣∣∣η̂i

He2
1

∣∣∣
2

, (6.3.10)

donde Jopt es el desempeño óptimo sin restricción estructural en (4.3.15) en la pág. 55



6.3. ESTRUCTURA RALA SIMPLE 76

y

h(ci) =





1 si ci = ∞
|ci|2 − 1
|1− ci|2 si |ci| < ∞

. (6.3.11)

Las direcciones η̂i se definen como en (2.4.14) en la pág. 22 con A(z) = Ĝ(z) y ei
n es

el i-ésimo vector de la base elemental de Rn.

Demostración:

(a) Mediante el uso de la propiedad (A.3.8) de la norma 2, el funcional J puede expresarse
como

J =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
b−GA(z)Qvec(z)

z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

(6.3.12)

donde Qvec(z) ∈ C(n+1)×1 y GA(z) ∈ C(n+1)×(n+1) son

Qvec(z) =
[
Q11(z) · · · Qk−1,k−1(z) Qk`(z) Qk+1,k+1(z) · · · Qnn(z) Qkk(z)

]T

(6.3.13)

GA(z) = diag {G(z), Gkk(z)} , (6.3.14)

y b ∈ C(n+1)×1 es tal que

bi =

{
1 si i 6= k

0 si i = k
. (6.3.15)

Dado que la matriz aumentada GA(z) es diagonal por bloques, entonces la matriz

ξGA(z) = diag {ξG(z), ξGkk
(z)} (6.3.16)

es un GLUI asociado a GA(z). Si se introduce este GLUI en (6.3.12) el funcional resulta

J =

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
ξGA(z)b− G̃A(z)Qvec(z)

z − 1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

2

, (6.3.17)
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donde G̃A(z) = ξGA(z)GA(z). Una descomposición ortogonal de la forma (2.3.1) en la
pág. 16 aplicada a la última expresión da origen a

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ξGA
(z)b− b

z − 1︸ ︷︷ ︸
∈RH⊥2

+
b− G̃A(z)Qvec(z)

z − 1︸ ︷︷ ︸
∈RH2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

2

(6.3.18)

=
∣∣∣∣
∣∣∣∣
ξGA

(z)− I

z − 1
b

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

+

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
b− G̃A(z)Qvec(z)

z − 1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

2

. (6.3.19)

Luego, el vector óptimo Qvec opt(z) que minimiza a J es tal que minimiza el segundo
sumando de (6.3.19), es decir

Qvec opt(z) = arg mı́n
Qvec(z)∈RH∞

J (6.3.20)

= G̃A(z)−1b. (6.3.21)

Dado que G̃A(z) es bipropio y de FM, entonces G̃A(z)−1 ∈ RH∞. Esta elección para
Qvec opt(z) anula el segundo sumando de (6.3.19) y, como G̃A(1)Qvec opt(1) = b, garan-
tiza que la norma está bien definida.

Gracias a la definición de b junto con (6.3.16) y la solución óptima no restringida Qopt(z)
dada en el Lema 4.2 en la pág. 54, los elementos de Qvec opt(z) son

[Q1 opt(z)]ii =
n∑

j=1
j 6=k

[Qopt(z)]ij , i = 1, . . . , n, i 6= k, (6.3.22)

[Q1 opt(z)]kk = (ξGkk
(z)Gkk(z))−1, (6.3.23)

[Q1 opt(z)]k` =
n∑

j=1
j 6=k

[Qopt(z)]kj . (6.3.24)

Se puede obtener una caracterización más precisa de [Q1 opt(z)]ii si, usando la propiedad
(A.3.8), se escribe el funcional como

J =
n∑

i=1
i 6=`

∣∣∣∣
∣∣∣∣
1−Gii(z)Qii(z)

z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

︸ ︷︷ ︸
J ′

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e2
1 − Ĝ(z)

[
Q``(z)
Qk`(z)

]

z − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

2︸ ︷︷ ︸
J′′

, (6.3.25)

donde Ĝ(z) se define como en (6.3.7). En efecto, usando la parte (b) del Lema 4.2 para
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el término J ′ en (6.3.25) se tiene que

[Q1 opt(z)]ii = (ξGii
(z)Gii(z))−1

, i = 1, · · · , n, i 6= `, (6.3.26)

con lo cual se obtiene el resultado buscado.

(b) El valor mı́nimo de J ′, J ′opt, se puede obtener directamente de la parte (b) de Lema 4.2
como

J ′opt =
n∑

i=1
i 6=`


dii +

rii∑

j=1

|qii
j |2 − 1

|1− qii
j |2


 , (6.3.27)

donde dii el es número de ceros en infinito de Gii(z) y
{
qii
1 , qii

2 , . . . , qii
rii

}
es el conjunto

de ceros de FNM finitos de Gii(z).

De manera similar, el costo óptimo correspondiente a J ′′ se puede calcular a partir de
la parte (b) del Lema 4.1 en la pág. 53 con v = e1

2 como

J ′′opt =
n̂c∑

i=1

h(ĉi)
∣∣∣η̂i

He2
1

∣∣∣
2

, (6.3.28)

donde el conjunto ordenado de ceros de FNM de Ĝ(z) se define en (6.3.9). Notando
que los primeros n``

c + nc k` ceros de FNM en Ĉ son canónicos izquierdos, por el Lema
5.3 en la pág. 69 se concluye que η̂i = e2

1 para i = 1, · · · , n``
c y que η̂i = e2

2 para
i = n``

c + 1, · · · , n``
c + nc k`. De este modo resulta

J ′′opt =
n``

c∑

i=1

h(ĉi) +
n``

c +nck`∑

i=n``
c +1

h(ĉi)
∣∣∣η̂i

He2
1

∣∣∣
2

︸ ︷︷ ︸
=0

+
n̂c∑

i=n``
c +nck`+1

h(ĉi)
∣∣∣η̂i

He2
1

∣∣∣
2

. (6.3.29)

Luego, si se reemplaza (6.3.27) y (6.3.29) en J1 opt = J ′opt + J ′′opt, el costo óptimo puede
ser expresado de una manera tal que se reconoce el desempeño óptimo no restringido
Jopt en (4.3.15) como

J1 opt =
n∑

i=1
i6=`


dii +

rii∑

j=1

|qii
j |2 − 1

|1− qii
j |2


 + d`` +

r``∑

i=1

|q``
i |2 − 1

|1− q``
i |2

︸ ︷︷ ︸
Jopt

+
n̂c∑

i=n``
c +nc k`+1

h(ĉi)
∣∣∣η̂i

He2
1

∣∣∣
2

.

(6.3.30)

¤¤¤
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El resultado del teorema anterior permite calcular el controlador tipo S1 óptimo para
una planta del mismo tipo dada mediante la expresión (6.3.4). Esta relación es particular-
mente simple ya que Q1 opt(z) se expresa en términos de la solución óptima sin restricción
estructural Qopt(z). Para aclarar esta idea, en el siguiente ejemplo se computa el parámetro
de Youla ralo simple que logra el desempeño óptimo para una planta rala simple 4× 4.

Ejemplo 6.1: Considérese el sistema descrito por su matriz de transferencia

G(z) =




G11(z) 0 0 0
0 G22(z) 0 0
0 0 G33(z) 0
0 G42(z) 0 G44(z)



∈ S1. (6.3.31)

Supóngase que se calcula el óptimo no restringido usando (4.3.13) de modo tal que su ele-
mento (i, j) se denota por Qij(z). Entonces, en este caso k = 4, ` = 2 y de acuerdo a la
parte (a) del Teorema 6.1 el parámetro de Youla restringido en estructura óptimo es

Q1 opt(z) =




(ξG11(z)G11(z))−1 0 0 0
0 Q1

22(z) 0 0
0 0 (ξG33(z)G33(z))−1 0
0 Q1

42(z) 0 (ξG44(z)G44(z))−1




,

(6.3.32)

donde

Q1
22(z) = Q21(z) + Q22(z) + Q23(z), (6.3.33)

Q1
42(z) = Q41(z) + Q42(z) + Q43(z). (6.3.34)

Por otro lado, la parte (b) del Teorema 6.1 entrega una forma expĺıcita para el valor óptimo
de J cuando G(z) ∈ S1 y Q(z) ∈ S1, es decir, provee una expresión anaĺıtica para el mejor
desempeño J alcanzable en el control ralo simple con integración1 de una planta rala simple
estable. Tal como se aprecia en (6.3.10), dicho ĺımite de desempeño depende de los ceros de
FNM de la matriz Ĝ(z). No obstante, como todo cero de FNM de Ĝ(z) es también cero de
FNM de G(z), esto significa que en (6.3.10) los ceros de FNM de la planta que son cercanos
a z = 1 son los más dañinos en términos del desempeño óptimo alcanzable. Esto es coherente
con resultados previos [11–13] que no consideran restricciones estructurales y, para dar una
discusión más acabada sobre este hecho, el próximo corolario enuncia algunas consecuencias

1El controlador tiene integración en forma garantizada ya que Q1 opt(1) = G−1(1).
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inmediatas del Teorema 6.1.

Corolario 6.1 (Deterioro en desempeño para caso ralo simple)

Considérese G(z) ∈ RH2 ∩ S1 no singular c. e. t. p., sin ceros sobre la circunferencia
unitaria y la notación y resultados del Teorema 6.1. Entonces:

(a) El costo extra que se origina por el hecho de forzar C(z) ∈ S1 es

∆J1 = J1 opt − Jopt

=
n̂c∑

i=n``
c +nc k`+1

h(ĉi)
∣∣∣η̂i

He2
1

∣∣∣
2

. (6.3.35)

(b) ∆J1 = 0 si y sólo si todo cero de FNM de G(z) es canónico izquierdo.

(c) Si nc k̄` = 1, entonces

∆J1 = h(ĉn̂c)β(ĉn̂c), (6.3.36)

donde

β(z) =

∣∣∣∣∣
G̃k`(z)
G̃``(z)

∣∣∣∣∣

2

1 +

∣∣∣∣∣
G̃k`(z)
G̃``(z)

∣∣∣∣∣

2 , (6.3.37)

con

G̃``(z) = ξG``
(z)G``(z), (6.3.38)

G̃k`(z) = ξnk`
Gk`

(z)Gk`(z), (6.3.39)

donde ξnk`
Gk`

(z) es un LUI para Gk`(z) asociado a aquellos ceros de FNM de Gk`(z) que
también son ceros de Gkk(z).

Demostración:

(a) Directa del Teorema 6.1.

(b) (⇐) Si todos los ceros de FNM de G(z) son canónicos izquierdos, entonces nck̄` = 0
en el Teorema 6.1 y por ende n̂c = n``

c +nc k`. Esto implica que la suma en (6.3.35)
no contiene términos y en consecuencia ∆J1 = 0.

(⇒) Si ∆J1 = 0 entonces η̂i = e2
2 = [0 1]T , ∀i = n``

c + nc k` + 1, n``
c + nc k` +
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2, . . . , n̂c. Def́ınase la matriz diagonal

L̂i(z) =




0 1

1 0







(1− z¯̂ci)(1− ĉi)
(z − ĉi)(1− ¯̂ci)

0

0 1







0 1

1 0


 , (6.3.40)

De acuerdo al Lema 2.5 en la pág. 22, L̂i(z) factoriza el cero en z = ĉi en Ĝ(z),
por lo que el factor unitario

ξ̂(z) =
n``

c +nc k`+1∏

i=n̂c

L̂i(z), (6.3.41)

es un LUI para Ĝ(z) que factoriza todos los ceros ĉi con i = n``
c + nc k` + 1, n``

c +
nc k` +2, . . . , n̂c. La diagonalidad de cada factor L̂i(z) implica que ξ̂(z) es diagonal
y, por el Teorema 5.3, se tiene que necesariamente los ceros de FNM ĉi, ∀i =
n``

c + nc k` + 1, n``
c + nc k` + 2, . . . , n̂c son canónicos izquierdos. Finalmente, como

los únicos ceros de Ĝ(z) que aparecen en la suma (6.3.35) son aquellos que no son
canónicos izquierdos y todo cero canónico izquierdo de Ĝ(z) es también canónico
izquierdo de G(z), se concluye que todos los ceros de FNM de G(z) deben ser
canónicos izquierdos.

(c) Sea la matriz ξ′
Ĝ

(z) el LUI para Ĝ(z) asociado a los primeros n``
c + nckl ceros de FNM

en Ĉ. Entonces,

ξ′
Ĝ

(z)Ĝ(z) = diag{G̃``(z), ξnk`
k` (z)Gkk(z)}+ G̃k`(z)121. (6.3.42)

Dado que nc k̄` = 1, para construir un GLUI asociado a Ĝ(z) sólo hay un cero de FNM
(con multiplicidad algebraica uno) que resta por ser factorizado. Dicho cero está en
z = cn̂c y es tal que

η̂n̂c =



− G̃k`(ĉn̂c)

G̃``(ĉn̂c)

1




∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣



− G̃k`(ĉn̂c)

G̃``(ĉn̂c)

1




∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

. (6.3.43)

Con el uso de ∆J1 in (6.3.35) y la definición de β(z), el resultado procede.

¤¤¤
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La primera parte del Corolario 6.1 indica que el deterioro en el desempeño óptimo pro-
ducto de las restricciones estructurales impuestas sobre el controlador depende tanto de
aquellos ceros de FNM de G(z) que no son canónicos izquierdos2 como de las direcciones
η̂j . Esto último es un resultado muy importante, ya que indica que el deterioro en de-
sempeño con respecto al caso centralizado es altamente dependiente de ciertos rasgos de
direccionalidad de los ceros de FNM no canónicos izquierdos. En efecto, se enfatiza que el
desempeño óptimo para el caso centralizado, Jopt, no depende de ningún tipo de dirección.
Esto significa que la presencia de dichos rasgos direccionales en la solución óptima del pro-
blema restringido surge única y exclusivamente por el hecho de forzar una estructura sobre
el controlador. Este fenómeno es definitivamente uno de los resultados más importantes de
este trabajo de tesis y será explorado con más detalle en la próxima sección para el caso de
estructura triangular.

Por otro lado, la parte (b) del corolario anterior concuerda con lo visto en el Teorema
5.4 en la pág. 70, ya que si todos los ceros de FNM de la planta son canónicos izquierdos,
entonces la solución óptima no restringida, Qopt(z) tiene estructura rala per se, por lo que
forzar estructura sobre el controlador no deteriora el mejor desempeño alcanzable.

Considérese ahora el caso en que sólo hay un cero de FNM en G(z) que no es canónico
izquierdo, esto es, de acuerdo a la notación del Teorema 6.1 nc k̄` = 1. En dicha situación, la
parta (c) del Corolario 6.1 dice que el efecto de este cero de FNM tiene un efecto reducido
en el costo extra ∆J1 si |G̃k`(cn̂c)| << |G̃``(cn̂c)|. Esto es razonable ya que esta desigualdad
es una medida del grado de dominancia diagonal [33,56] de la planta y, como todos los ceros
de FNM de una planta diagonal son canónicos izquierdos, es coherente con los resultados
de la parte (b). Además, se puede notar que el efecto de dicho cero será considerable si
|G̃k`(cn̂c)| >> |G̃``(cn̂c)|, lo cual también es razonable por argumentos similares.

6.4. Estructura triangular

En esta sección consideraremos el caso en que tanto el controlador como la planta están
restringidos a ser de tipo triangular. A fin de exponer los contenidos de una manera análoga
al caso S1, def́ınase el desempeño y parámetro de Youla óptimos para el caso de control
triangular como

Jt opt = mı́n
Q(z)∈RH∞∩St

J (6.4.1)

Qt opt(z) = arg mı́n
Q(z)∈RH∞∩St

J (6.4.2)

El resultado principal de esta sección necesita la idea de submatrices asociadas a una matriz
de transferencia. A continuación se da una definición precisa de este concepto.

2Es decir, los ceros de FNM de Gkk(z) que tienen una multiplicidad algebraica mayor a los mismos en
Gk`(z).
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Definición 6.1 (Submatriz ` de una matriz de transferencia)

Sea A(z) ∈ Cn×n, entonces se define la submatriz ` asociada a A(z) como la matriz A`(z)
de tamaño (n− ` + 1)× (n− ` + 1) tal que

[A`(z)]ij = A(i+`−1)(j+`−1)(z), ∀i ≤ n− ` + 1 , ∀j ≤ n− ` + 1. (6.4.3)

Nótese que de acuerdo a esta definición se tiene que A1(z) = A(z) y An(z) = Ann(z).
El teorema expuesto a continuación provee la solución expĺıcita al problema en cuestión,

entregando el ĺımite de desempeño para el control triangular de plantas triangulares estables.
Debe notarse que la demostración de este importante resultado sigue ĺıneas similares al caso
S1 pero con algunos aspectos técnicos adicionales (en especial en su segunda parte), por lo
que se sugiere al lector usar la demostración del Teorema 6.1 como gúıa.

Teorema 6.2 (Ĺımite de desempeño en caso triangular)

Considérese G(z) ∈ RH2 ∩ St no singular c. e. t. p. y sin ceros sobre la circunferencia
unitaria. Entonces,

(a) El parámetro de Youla óptimo Qt opt(z) es

Qt opt(z) =
n∑

i=1

diag
{
0i−1, G̃i(z)−1

}
1ii, (6.4.4)

donde G̃i(z) = ξGi(z)Gi(z), ξGi(z) es el GLUI de Gi(z) y Gi(z) es la submatriz i de
G(z).

(b) Def́ınase el conjunto ordenado de ceros de FNM (contando multiplicidades) de G``(z)
como

C`` =
{

c``
1 , c``

2 , . . . , c``
n``

c

}
, (6.4.5)

y, considerando que los ceros de FNM de una matriz triangular estable son los ceros de
FNM de los elementos de su diagonal, def́ınase el conjunto ordenado de ceros de FNM
(contando multiplicidades) de Gk(z) como

Ck =
{

ck
1 , ck

2 , . . . , ck
nk

c

}
(6.4.6)

=
n⋃

`=k

C``, (6.4.7)

donde se considera que el operador unión preserva el ordenamiento. Entonces, el de-
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sempeño óptimo Jt opt es

Jt opt = Jopt +
n∑

k=1

nk
c∑

i=nkk
c +1

h(ck
i )

∣∣∣ηk
i

H
en−k+1
1

∣∣∣
2

, (6.4.8)

donde h(·) se define como en (6.3.11) y las direcciones ηk
i se definen como en (2.4.14)

en la pág. 22 con A(z) = Gk(z).

Demostración

(a) Con el uso de la propiedad A.3.8 de la norma 2, el funcional puede expresarse como

J =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
Λ−GA(z)Qvec(z)

z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

, (6.4.9)

donde

Λ =
[
en
1 en−1

1 · · · e1
1

]
, (6.4.10)

Qvec =
[
Q11(z) Q21(z) · · · Qn1(z) Q22(z) Q32(z) · · · Qn2(z) · · · Qnn(z)

]T

(6.4.11)

GA(z) = diag {G1(z),G2(z), . . . , Gn(z)} . (6.4.12)

Dado que GA(z) es diagonal por bloques, la matriz

ξGA(z) = diag {ξG1(z), ξG2(z), . . . , ξGn(z)} , (6.4.13)

es el GLUI de la matriz aumentada GA(z). Siguiendo un procedimiento similar al del
Teorema 6.1, (6.4.9) se puede escribir como

J =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
ξA(z)Λ−Λ

z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

+

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
Λ− G̃A(z)Qvec(z)

z − 1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

2

, (6.4.14)

donde G̃A(z) = ξGA(z)GA(z). Luego, el vector óptimo Qvec opt(z) que minimiza J es
tal que minimiza al segundo término de (6.4.14), esto es

Qvec opt(z) = G̃A(z)−1Λ. (6.4.15)

Esta elección para Qvec opt(z) anula el segundo término de (6.4.14) y, notando que
G̃A(1)Qvec opt(1) = Λ, garantiza que la norma está bien definida. De este modo, el he-
cho que G̃A(z) es bipropia y FM implica que Qvec opt(z) ∈ RH∞, con lo cual Qt opt(z)
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puede ser reconstruido a partir de los elementos de Qvec opt(z) como

Qt opt(z) =
n∑

i=1

diag
{
0i−1, G̃i

−1
(z)

}
1ii, (6.4.16)

donde la matriz 1ii ∈ Cn×n tiene todos sus elementos nulos salvo el (i, i), en el cual
tiene un uno.

(b) A partir de (6.4.14) se tiene que

Jt opt =
∣∣∣∣
∣∣∣∣

1
z − 1

{ξA(z)− I}Λ
∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

. (6.4.17)

Luego, usando (6.4.11) y (6.4.13), el costo óptimo puede ser escrito como

Jt opt =
n∑

k=1

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1
z − 1

{ξGk(z)− Ik} en−k+1
1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2︸ ︷︷ ︸
Jk

t opt

(6.4.18)

=
n∑

k=1

Jk
t opt. (6.4.19)

De manera análoga al caso ralo, el GLUI ξGk(z) puede ser construido usando el orde-
namiento de los ceros de FNM definido por el conjunto Ck en (6.4.7). De este modo, el
k-ésimo costo óptimo en (6.4.19) se puede calcular usando el Lema 4.1 en la pág. 53 con
v = en−k+1

1 como

Jk
t opt =

nk
c∑

i=1

h(ck
i )

∣∣∣ηk
i

H
en−k+1
1

∣∣∣
2

, (6.4.20)

Aislando los primeros nkk
c términos en (6.4.20), es decir, todos los términos que involu-

cran a los ceros de FNM en Ckk (ceros de FNM de Gkk(z)), se obtiene

Jk
t opt =

nkk
c∑

i=1

h(ck
i )

∣∣∣ηk
i

H
en−k+1
1

∣∣∣
2

+
nk

c∑

i=nkk
c +1

h(ck
i )

∣∣∣ηk
i

H
en−k+1
1

∣∣∣
2

, (6.4.21)

donde la segunda sumatoria está bien definida ya que cuando nkk
c = nk

c , entonces i > nk
c

y la suma no contiene términos.

El ordenamiento en Ck implica que en la construcción del GLUI para Gk(z) primero se
factorizan los ceros de FNM de Gk(z) que también son ceros de [Gk(z)]11 = Gkk(z),
luego secuencialmente factorizamos los ceros de Gk(z) que también son ceros de [Gk(z)]22,
[Gk(z)]33, . . ., [Gk(z)](n−k+1)(n−k+1). Como cada submatriz Gk(z) es triangular, es-
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to implica que los primeros nkk
c ceros de FNM en Ck son tales que

[
Gk(ckk

i )
]
1∗ =[

Gk(ck
i )

]
1∗ = 0, ∀i = 1, 2, . . . , nkk

c , es decir, son canónicos izquierdos y anulan la
primera fila de Gk(z). Gracias al uso del Lema 5.3 en la pág. 69, lo anterior signifi-
ca que ηk

i = en−k+1
1 , ∀i = 1, 2, . . . , nkk

c , por lo que (6.4.21) se reduce a

Jk
t opt =

nkk
c∑

i=1

h(ck
i ) +

nk
c∑

i=nkk
c +1

h(ck
i )|ηk

i

H
en−k+1
1 |2. (6.4.22)

Reemplazando (6.4.22) en (6.4.19), el costo mı́nimo total resulta

Jt opt =
n∑

k=1

nkk
c∑

i=1

h(ck
i ) +

n∑

k=1

nk
c∑

i=nkk
c +1

h(ck
i )|ηk

i

H
en−k+1
1 |2. (6.4.23)

Con la definición de h(ck
i ) en (6.3.11) y notando que ck

i = ckk
i , ∀i = 1, 2, . . . , nkk

c , se
tiene

nkk
c∑

i=1

h(ck
i ) = dkk +

rkk∑

i=1

|qkk
i |2 − 1

|1− qkk
i |2 , (6.4.24)

donde dkk es el número de ceros en infinito de Gkk y
{
qkk
1 , qkk

2 , . . . , qkk
rkk

}
es el conjunto

de ceros de FNM finitos de Gkk(z). Finalmente, reemplazando (6.4.24) en (6.4.23), el
costo óptimo sin restricción estructural Jopt en (4.3.15) se puede reconocer como sigue

Jt opt =
n∑

k=1

(
dkk +

r∑

i=1

|qkk
i |2 − 1

|1− qkk
i |2

)
+

n∑

k=1

nk
c∑

i=nkk
c +1

h(ck
i )|ηk

i

H
en−k+1
1 |2 (6.4.25)

= d +
r∑

i=1

|qi|2 − 1
|1− qi|2

︸ ︷︷ ︸
Jopt

+
n∑

k=1

nk
c∑

i=nkk
c +1

h(ck
i )|ηk

i

H
en−k+1
1 |2, (6.4.26)

donde d es el número de ceros en infinito de G(z) y el {q1, q2, . . . , qr} es el conjunto de
cero de FNM finitos de G(z).

¤¤¤

El resultado del Teorema 6.2 es bastante potente, ya que además de entregar una expre-
sión anaĺıtica para el parámetro de Youla triangular óptimo, cuantifica de manera expĺıcita
el mejor desempeño alcanzable en control triangular con integración3 de plantas triangulares
estables. La discusión relativa a este resultado procede por partes y, en primera instancia,

3El controlador tiene integración en forma garantizada ya que Qt opt(1) = G−1(1).
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nos ocuparemos de estudiar el modo en que se construye la solución Qt opt(z). A continua-
ción se expone un ejemplo ilustrativo respecto a este punto en el cual se replican algunos de
los pasos de la demostración de la parte (a) del Teorema 6.2 para un caso en particular.

Ejemplo 6.2: Considérese G(z) ∈ St ∩RH2 dada por

G(z) =




G11(z) 0 0
G21(z) G22(z) 0
G31(z) G32(z) G33(z)


 . (6.4.27)

Si el parámetro de Youla que garantiza que C(z) es un controlador admisible con estructura
triangular se define como

Q(z) =




Q11(z) 0 0
Q21(z) Q22(z) 0
Q31(z) Q32(z) Q33(z)


 ∈ RH∞, (6.4.28)

entonces el funcional de costo J puede expresarse como

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣







1
0
0
1
0
1




︸︷︷︸
Λ

−




G11(z) 0 0 0 0 0
G21(z) G22(z) 0 0 0 0
G31(z) G32(z) G33(z) 0 0 0

0 0 0 G22(z) 0 0
0 0 0 G32(z) G33(z) 0
0 0 0 0 0 G33(z)




︸ ︷︷ ︸
GA




Q11(z)
Q21(z)
Q31(z)
Q22(z)
Q32(z)
Q33(z)




︸ ︷︷ ︸
Qvec(z)




1
z − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

2

.

(6.4.29)

Con el uso de (6.4.15) se tiene

Qvec opt(z) =







ξG1(z) 0 0

0 ξG2(z) 0

0 0 ξG3(z)


 GA(z)

︸ ︷︷ ︸
G̃A(z)




−1

Λ (6.4.30)

=




G̃1(z)−1 0 0

0 G̃2(z)−1 0

0 0 G̃3(z)−1


Λ, (6.4.31)
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donde 0 denota la matriz nula de dimensiones apropiadas y ξG1(z), ξG2(z) y ξG3(z) son
GLUI de

G1(z) = G(z), G2(z) =

[
G22(z) 0
G32(z) G33(z)

]
, G3(z) = G33(z), (6.4.32)

respectivamente. El parámetro de Youla óptimo puede ser reconstruido usando (6.4.4)

Qt opt(z) = G̃1(z)−1




1 0 0
0 0 0
0 0 0


 +

[
0 0

0 G̃2(z)−1

] 


0 0 0
0 1 0
0 0 0


 +




0 0 0
0 0 0
0 0 G̃3(z)−1







0 0 0
0 0 0
0 0 1


 .

(6.4.33)

Tal como el ejemplo anterior deja de manifiesto, la forma como se construye Qt opt(z)
en el Teorema 6.2 tiene cierto grado de secuencialidad. En efecto, a partir (6.4.4) se puede
notar que

[Qt opt(z)]nn = (ξGn(z)Gn(z))−1
, (6.4.34)

El lado derecho de la expresión anterior es la solución óptima Qopt(z) para el problema
sin restricción estructural del Lema 4.2 asociado a la matriz de transferencia Gn(z). Luego,
como Gn(z) siempre es escalar, esto indica que [Qt opt(z)]nn debe ser elegida de modo tal de
minimizar la función de sensibilidad de un lazo SISO con integración en torno a Gnn(z). Un

análisis similar indica que, por ejemplo, el vector
[
[Qt opt(z)](n−1),(n−1) [Qt opt(z)]n,(n−1)

]T

debe ser elegido idéntico a la primera columna de la solución óptima no restringida Qopt(z)
del Lema 4.2 asociada a la submatriz Gn−1(z). Repitiendo este análisis para las demás
columnas de Qt opt(z), la secuencialidad en su construcción se hace evidente. En el Proce-
dimiento 1 del caṕıtulo siguiente se entregará una descripción más formal de esta idea al
formular un algoritmo de diseño de controladores triangulares.

Una caracteŕıstica muy interesante de este fenómeno es que sugiere un orden en la se-
cuencia de construcción de Qt opt(z) que es contrario a aquel propio de los métodos de
diseño MIMO secuencial clásicos [63–66]. De hecho, estos métodos indican que si la planta
es triangular y se desea un controlador con la misma estructura, entonces el diseño debiera
elegir [Qt opt(z)]11 dependiente sólo de G11(z). No obstante, a la luz de (6.4.34) y los co-
mentarios recién hechos, es claro que el Teorema 6.2 sugiere algo distinto, es decir, que
[Qt opt(z)]nn es el que debe ser elegido dependiente sólo de Gnn(z) y que [Qt opt(z)]11 debe
elegirse considerando todos los elementos de la planta. La diferencia entre los dos enfoques
surge del hecho que para un sistema triangular, la n-ésima entrada afecta sólo a la n-ésima
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salida, de modo tal que la única porción del controlador que puede ser elegida sin afectar
las demás dinámicas es aquella relacionada con el elemento (n, n) del parámetro de Youla.
Esto indica que, desde la perspectiva de la optimalidad, la elección clásica en la secuencia
de diseño puede no ser la más apropiada y puede ser la razón por la cual los métodos de
diseño secuencial clásicos normalmente requieren de procedimientos iterativos.

Por otro lado, de acuerdo a los resultados del Teorema 5.4 sabemos que si la planta
es triangular y todos los ceros de FNM de la planta son canónicos izquierdos, entonces la
solución del problema no restringido es triangular en forma natural. Este hecho, al igual que
para el caso de estructura rala simple, se relaciona con la forma del desempeño óptimo en
(6.4.8) y se explora en detalle en el siguiente corolario.

Corolario 6.2 (Deterioro en desempeño para caso triangular)

Considérese G(z) ∈ RH∞ ∩ St no singular c. e. t. p., sin ceros sobre la circunferencia
unitaria y la notación y resultados del Teorema 6.2. Entonces,

(a) El costo extra que se origina por el hecho de forzar C(z) ∈ St es

∆Jt = Jt opt − Jopt (6.4.35)

=
n∑

k=1

nk
c∑

i=nkk
c +1

h(ck
i )

∣∣∣ηk
i

H
en−k+1
1

∣∣∣
2

. (6.4.36)

(b) ∆Jt = 0 si y sólo si todo cero de FNM de G(z) es canónico izquierdo.

Demostración:

1. Directa del Teorema 6.2.

2. (⇐) Si todos los ceros de FNM de G(z) son canónicos izquierdos entonces todos los
ceros de FNM de cada submatriz Gk(z) con k = 1, 2, . . . , n son también canónicos
izquierdos. Por el Lema 5.3 en la pág. 69 esto significa que las direcciones ηk

i son
todas elementales. En particular, se tiene que

ηk
i 6= en−k+1

1 , ∀i = nkk
c + 1, nkk

c + 2, . . . , nk
c , (6.4.37)

lo cual implica que ηk
i ⊥ en−k+1

1 y ηk
i

H
en−k+1
1 = 0 para todo i = nkk

c + 1, nkk
c +

2, . . . , nk
c . Luego, de acuerdo a (6.4.36) se obtiene ∆Jt = 0.

(⇒) Si ∆Jt = 0 entonces por (6.4.36) necesariamente se debe cumplir que

ηk
i ⊥ en−k+1

1 , ∀i = nkk
c + 1, nkk

c + 2, . . . , nk
c . (6.4.38)
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Def́ınase el factor unitario

Lk
i (z) =

[
ηk

i Uk
i

]



(1− zc̄i
k)(1− ck

i )
(z − ck

i )(1− c̄i
k)

0

0 I(n−k)(n−k)







ηk
i

H

Uk
i

H


 , (6.4.39)

donde Uk
i es tal que la matriz

[
ηk

i Uk
i

]
es unitaria. De acuerdo a (6.4.38), la

dirección ηk
i es elemental ∀i = nkk

c +1, nkk
c +2, . . . , nk

c , por lo cual
[
ηk

i Uk
i

]
es una

matriz de permutación y, entonces, Lk
i (z) es diagonal. Esto implica por el Lema 2.5

que la matriz unitaria

ξk(z) =
nkk

c +1∏

i=nk
c

Lk
i (z) (6.4.40)

es un LUI diagonal para Gk(z) asociado al conjunto de ceros de FNM
{
cnkk

c +1, cnkk
c +2,

. . . , cnk
c

}
y, por el Teorema 5.3, se tiene que todos los ceros de FNM en dicho con-

junto son canónicos izquierdos ∀k. En particular esto es válido para k = 1 y, dado
que G1(z) = G(z), se concluye que todos los ceros de FNM de G(z) son canónicos
izquierdos.

¤¤¤

La cantidad ∆Jt en el Corolario 6.2 es una medida del deterioro en desempeño que se
produce por restringir la estructura del controlador a una triangular. Tal como la parte (b)
de este corolario deja de manifiesto, dicho deterioro depende sólo de los ceros de FNM de la
planta que son canónicos izquierdos y de ciertas direcciones asociadas. Esto es consistente con
lo expuesto por el Teorema 5.4 respecto de la influencia de este tipo de ceros en la estructura
de la solución óptima no restringida. Una discusión más acabada de la dependencia de ∆Jt

con respecto a los rasgos dinámicos de la planta se presenta a continuación. Nótese que
todos los comentarios que prosiguen se aplican también al caso S1 de la sección anterior.

(a) Los únicos ceros de FNM que degradan el mejor desempeño alcanzable con respecto al
caso centralizado son aquellos que no son canónicos izquierdos. En efecto, sea z = ci un
cero de FNM canónico izquierdo que anula la j-ésima fila de G(z). Dicho cero de FNM
también será canónico izquierdo para las submatrices Gk(z) con k = j, j + 1, . . . , n.
Luego, como ∆Jt en (6.4.36) depende sólo de aquellos ceros de FNM de Gk(z) que no
son ceros de Gkk(z), si para un k fijo el cero en z = ci es tal que j = k, entonces su
influencia en ∆Jt es nula ya que ci no aparece en la suma. Por el contrario, si j > k,
entonces el cero aparece en ∆Jt, pero la dirección asociada es tal que ηk

i ⊥ en−k+1
1 ,

con lo cual su contribución al costo extra también es nula.
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(b) La forma de h(ck
i ) indica que los ceros de FNM no canónicos izquierdos más dañinos para

el desempeño óptimo son aquellos que se ubican cercanos a z = 1. Esto es tiene sentido
a la luz de resultados previos en [11–13] que no consideran restricciones estructurales
sobre el controlador.

(c) Las direcciones ηk
i limitan el desempeño dependiendo de cuán alineadas estén con el

vector elemental en−k+1
1 . De hecho, dado que las direcciones ηk

i están asociadas a
cada submatriz Gk(z), se hace evidente que éstas condensan información relativa a la
interacción dinámica entre los distintos subsistemas definidos por Gk(z). Esto implica
que, en definitiva, el nivel de interacción dinámica de la planta puede afectar severamente
el desempeño del lazo. Debe señalarse que esta afirmación debe verse reflejada en los
factores que aparecen en ηk

i al ser calculada de forma expĺıcita. No obstante, la forma
general de las direcciones ηk

i es muy complicada de manejar. A fin de dar claridad a
este punto puede examinarse la expresión en (6.3.43), en donde se calcula la dirección
expĺıcita para el caso ralo simple suponiendo que la planta tiene sólo un cero de FNM
no canónico izquierdo.

(d) Tal como se menciona para el caso ralo simple, el hecho que ∆Jt depende de aspectos
direccionales condensados en ηk

i es una caracteŕıstica de alta importancia conceptual
para los objetivos de esta tesis. Dado que el desempeño óptimo sin restricción estructural,
Jopt, depende sólo de la ubicación de los ceros de FNM, es evidente que la influencia de
ηk

i aparece exclusivamente al hecho de restringir estructura sobre el controlador. Esto es
un rasgo propio del control restringido en estructura que no está presente en el control
centralizado.

Para ilustrar los aspectos relevantes de la discusión anterior, en el próximo ejemplo se
calcula en forma expĺıcita el deterioro en desempeño producto de la restricción estructural
para una planta 2× 2. Además, el ejemplo debe servir para aclarar la relación entre el costo
extra y las direcciones ηk

i .

Ejemplo 6.3: Supóngase que se desea calcular el desempeño óptimo para el control trian-
gular de una planta triangular estable dada por

G(z) =




1
z

0

1√
2c2 + 1

z − c

z2

z − α

z2


 , (6.4.41)

donde |α| > 1 y

c = α
b
√

2α2 − (2α2b2 − 1)− 1
2α2b2 − 1

, (6.4.42)
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con b arbitrario. En esta situación, si Wc y Wo denotan los gramianos de controlabilidad
y observabilidad asociados a G21(z) [34, 67], entonces la cantidad traza {WcWo} ≡ 1. De
acuerdo a [34], si se usa la Matriz de Participación (MP) como medida de interacción
dinámica, lo anterior implica que para un valor de α fijo, el grado de interacción entre
G21(z) y las demás dinámicas en G(z) es independiente de b.

Este sistema tiene un cero en infinito (con multiplicidad algebraica dos) y un único cero
de FNM finito en z = α. Se sugiere al lector verificar que el cero en infinito es canónico
izquierdo y entonces, su efecto en el costo extra es nulo. El uso directo de (6.4.36) indica
que

∆Jt =
|α|2 − 1
|1− α|2 |η

1
3

H
e2
1|2, (6.4.43)

donde

η1
3 =



−b

1


 1√

1 + b2
. (6.4.44)

El costo extra puede ser expresado en términos del cero de FNM finito y del ángulo θ entre
η1
3 y e2

1, es decir

∆Jt = (cos(θ))2
|α|2 − 1
|1− α|2 , (6.4.45)

donde cos(θ) = b/(
√

1 + b2). Por otro lado, usando (4.3.15) en la pág. 55, el desempeño
óptimo sin restricciones estructurales es

Jopt = 2 +
|α|2 − 1
|1− α|2 . (6.4.46)

En la Fig. 6.1 se muestra la gráfica del costo extra relativo, 100 ·∆Jt/Jopt, en función del
cero en α y el ángulo θ.



6.4. ESTRUCTURA TRIANGULAR 93

Figura 6.1. Costo extra relativo para planta del Ejemplo 6.3 en función de α y θ.

Se pueden extraer algunas conclusiones importantes a partir de los resultados de la Fig.
6.1, a saber:

(a) Tanto ∆Jt como Jopt pueden tomar valores arbitrariamente grandes a medida que el
cero de FNM no canónico izquierdo se acerca a z = 1. Esto implica que el costo extra
relativo ∆Jt/Jopt también crece a medida que α → 1, pero permanece acotado tal como
indican (6.4.45) y (6.4.46). Una excepción a esto es cuando θ = π/2, es decir b = 0, y
entonces el cero en z = α es canónico izquierdo, por lo que ∆Jt = 0.

(b) Del mismo modo, se puede notar que para valores de θ relativamente grandes, por ejem-
plo θ = 70o, la influencia del cero en z = α en el costo extra relativo es pequeña incluso
para α → 1. Esto pone en evidencia que θ puede atenuar considerablemente el efecto
dañino de los ceros de FNM cercanos a z = 1 sobre el deterioro en el desempeño óptimo
respecto del caso centralizado.

(c) Para un cero suficientemente alejado del disco unitario, por ejemplo α = 8, el costo
extra depende fuertemente del ángulo θ. En efecto, si α → ∞ entonces ∆Jt depende
sólo de θ y alcanza el 33% en el peor caso.

(d) Las afirmaciones previas indican que el grado de alineación de η1
3 con e3

1 medido en
términos del ángulo θ puede tener un impacto no menor en el desempeño alcanzable. Esta
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conclusión puede ser generalizada y revela un nuevo rasgo dinámico que puede limitar
en forma severa el desempeño óptimo. Esto es una caracteŕıstica propia del control
restringido en estructura y marca un diferencia clara con respecto al caso centralizado
del Caṕıtulo 4.

6.5. Conclusiones

Los desarrollos de este caṕıtulo se han enfocado básicamente a obtener expresiones ex-
pĺıcitas para el desempeño óptimo en lazos de control MIMO cuando tanto el controlador
como la planta poseen una estructura restringida. En el caso de un estructura diagonal por
bloques, se ha visto que el controlador óptimo centralizado es también diagonal por blo-
ques, por lo que las restricciones estructurales sobre éste no tiene impacto en el ĺımite de
desempeño.

Por otro lado, para el caso ralo simple y triangular se cuantifica el deterioro en el de-
sempeño óptimo con respecto al caso centralizado producto de la restricción estructural
sobre el controlador. Los resultados son coherentes respecto del caṕıtulo anterior, ya que si
la planta posee sólo ceros de FNM canónicos izquierdos, las expresiones obtenidas indican
que forzar estructura sobre el controlador no tiene efecto alguno sobre el mejor desempeño
alcanzable. Además, queda de manifiesto que el hecho que un cero de FNM sea canónico
izquierdo es un fenómeno que tiene implicancias importantes. En efecto, los únicos ceros de
FNM que contribuyen al deterioro en desempeño son aquellos que no son canónicos izquier-
dos.

Un aspecto de importancia fundamental es que la influencia de los ceros de FNM no
canónicos izquierdos se manifiesta no sólo por su cercańıa a z = 1, sino que además por
ciertos rasgos direccionales que se relacionan con el grado de interacción dinámica entre los
subsistemas que conforman a la planta. Esta direccionalidad es la que en definitiva cuantifica
cuán lejos está el cero de ser canónico izquierdo. Dado que el desempeño óptimo centralizado
depende sólo de la ubicación de los ceros de FNM, esta caracteŕıstica marca una diferencia
radical con respecto al caso de control centralizado y surge única y exclusivamente por el
hecho de restringir la estructura del controlador. De hecho, este fenómeno puede ocasionar
que ceros de FNM cercanos a z = 1 sean muy dañinos para el desempeño óptimo (como es
usual), pero no necesariamente para el deterioro de éste con respecto al control centralizado.
Cabe señalar que en la literatura actual no existen resultados de tipo anaĺıtico relativos a
ĺımites de desempeño en control con estructura restringida, por lo que nuestros resultados
constituyen una contribución importante al área.

Finalmente, se deja en evidencia que la construcción del parámetro de Youla óptimo
de estructura triangular tiene caracteŕısticas que recuerdan a las metodoloǵıas clásicas de
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diseño MIMO secuencial. No obstante, se puede notar que el orden de la secuencia sugerido
por la solución óptima del problema de ĺımites de desempeño es distinto al tradicional. Esto
es un resultado potente que refleja las ventajas de optar por procedimientos expĺıcitos en la
resolución del problema de optimización por sobre metodoloǵıas numéricas que no entregan
información sobre la naturaleza de la solución.



Caṕıtulo 7

METODOLOGÍA DE DISEÑO DE

CONTROLADORES

TRIANGULARES

7.1. Introducción

Los desarrollos del caṕıtulo anterior motivan la búsqueda de procedimientos sistemáticos
de diseño de controladores de estructura restringida. Tal como se describe en el Caṕıtulo
5, esto tiene sentido cuando el modelo de la planta tiene un patrón de interacciones que
justifican el restringir la estructura de control.

En el caso de estructura triangular, los resultados en la literatura actual son bastante
escasos. Entre ellos se encuentran [61, 62], donde los autores desarrollan métodos que per-
miten obtener un controlador triangular óptimo para una planta triangular y [55], en el
cual los autores abordan el caso de una planta general pero sin garantizar la estabilidad
del lazo. Recientemente se ha reportado una metodoloǵıa interesante en [63] basada en los
procedimientos de śıntesis secuencial [64–66], pero que también sólo aborda el caso en que
la planta es triangular.

En este caṕıtulo se propone un método general de diseño de controladores triangulares
para plantas estables. El método se basa en el diseño óptimo de un controlador admisible
restringido para la porción triangular de la planta. Dicho controlador triangular óptimo se
aplica luego a la planta, de modo tal que mediante el ajuste de una función de ponderación en
el problema de optimización se puede regular el ancho de banda conseguido y aśı conseguir
estabilidad y un desempeño acorde a los requerimientos de diseño.

El desarrollo del método tiene su origen en una extensión de los procedimientos em-
pleados en el caṕıtulo anterior para el cómputo de ĺımites de desempeño con estructura
restringida. Esta extensión es bastante directa y provee una metodoloǵıa de diseño que, si
bien es óptima sólo para la porción triangular de la planta, tiene la ventaja de ser indepen-
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diente de procedimientos numéricos y permitir incorporar criterios de diseño.

7.2. Descripción del método propuesto

7.2.1. Control triangular

En el caṕıtulo precedente se ha considerado que la planta G(z) tiene estructura triangu-
lar por si misma y, a su vez, esto permite que para garantizar que el controlador C(z) ∈ St,
basta con elegir un parámetro de Youla Q(z) con la misma estructura (ver Teorema 5.1
en pág. 62). Sin embargo, en este caṕıtulo nuestro interés está en diseñar controladores
triangulares para plantas que no necesariamente son estructuradas. Esto hace imperativo
establecer las condiciones que debe satisfacer Q(z) de modo tal que se asegure la estructura
deseada sobre el controlador. El siguiente lema entrega dicho resultado.

Lema 7.1 (Condiciones generales para C(z) ∈ St)

Sea G(z) que satisface las condiciones de la Suposición 1 en la pág. 61 y considérese la
parametrización de Youla clásica de todos los controladores admisibles en el Lema 3.1

C(z) = Q (I −G(z)Q(z))−1
, (7.2.1)

donde Q(z) ∈ RH∞. Entonces C(z) ∈ St si y sólo si Q(z) satisface

[
Q−1(z)

]
ij

= Gij(z), ∀i = 1, 2, . . . , n, ∀j > i (7.2.2)

Demostración:

Como G(z) satisface la Suposición 1, entonces Q(z) y C(z) son no singulares c. e. t. p.
(ver pág. 61 y demostración del Teorema 5.1 en la pág. 62), por lo cual (7.2.1) implica que
C−1(z) = Q−1(z)−G(z) está bien definida. Luego, como el conjunto St es estructuralmente
cerrado bajo inversión (ver pág. 62), C(z) ∈ St si y sólo si C−1(z) ∈ St, lo que junto con la
expresión para C−1(z) implican que Q(z) debe satisfacer (7.2.2) y el resultado procede.

¤¤¤

7.2.2. Criterio de optimalidad

Para que un diseño óptimo tenga sentido, el problema de optimización asociado debe ser
planteado en términos de la minimización de un funcional representativo de los objetivos
de control. Una alternativa razonable es minimizar la norma 2 de la función de sensibili-
dad ponderada, es decir para una planta G(z) ∈ RH∞, usando (7.2.1) podemos definir el
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funcional

J (G, W ) =
∣∣∣∣
∣∣∣∣(I −G(z)Q(z))

W (z)
z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

, (7.2.3)

donde W (z) es una matriz de ponderación en frecuencia estable, bipropia y de FM. Dado
que estamos interesados en controladores que provean integración, se debe cumplir que
I −G(1)Q(1) = 0, por lo cual el factor (z − 1) debe incluirse en (7.2.3) a fin de asegurar
que la norma está bien definida [6].

Consideremos G(z) ∈ RH∞ y su porción triangular denotada como Gt(z) ∈ St. Nótese
que el hecho que Gt(z) deba ser de tipo triangular inferior no es restrictivo ya que cualquier
estructura triangular puede ser llevada a una de tipo St mediante un reordenamiento apro-
piado de entradas y salidas.

El procedimiento propuesto consiste en diseñar un controlador triangular Ct opt(z) ópti-
mo para el modelo triangular Gt(z). Luego, la calidad del lazo cerrado en torno a G(z) con
Ct opt(z) en términos de estabilidad y desempeño puede ser ajustada, como se verá más ade-
lante, con elecciones apropiadas de la matriz de ponderación W (z). En la próxima sección
se obtiene una forma expĺıcita para Ct opt(z) y en la subsiguiente, se estudia la aplicación
de dicho controlador a la planta G(z).

7.3. Diseño óptimo triangular para plantas triangulares

A continuación se expone un resultado parcial que es de utilidad para derivar el resultado
principal de esta sección.

Lema 7.2 (Controlador óptimo centralizado con ponderación escalar)

Sea G(z) ∈ RH∞ sin ceros sobre la circunferencia unitaria y W (z) una función escalar,
estable, bipropia y de FM. Considérese el funcional definido en (7.2.3), entonces

Qopt(z) = arg mı́n
Q(z)∈RH∞

J (G,W ) (7.3.1)

=
(
G̃(z)W (z)

)−1 {
[ξG(z)W (z)]⊥|z=1

+ [ξG(z)W (z)]2
}

(7.3.2)

donde G̃(z) = ξG(z)G(z) con ξG(z) el GLUI de G(z) y [·]2 ([·]⊥) denota la porción del
argumento en RH2 (RH⊥2 ).
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Demostración:

De acuerdo a (7.2.3) e introduciendo el GLUI de la planta el funcional puede escribirse
como

J =
∣∣∣∣
∣∣∣∣

1
z − 1

(W (z)I −G(z)W (z)Q(z))
∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

. (7.3.3)

=
∣∣∣∣
∣∣∣∣

1
z − 1

(
ξG(z)W (z)− G̃(z)W (z)Q(z)

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

. (7.3.4)

en donde se ha usado el hecho que W (z) es escalar y G̃(z) = ξG(z)G(z). Luego, si se realiza
una descomposición ortogonal del producto ξG(z)W (z) como aquella en (2.3.1), se tiene

ξG(z)W (z) = [ξG(z)W (z)]⊥ + [ξG(z)W (z)]2 . (7.3.5)

Entonces, (7.3.4) puede expresarse de la siguiente manera

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

[ξG(z)W (z)]⊥ − [ξG(z)W (z)]⊥|z=1

z − 1︸ ︷︷ ︸
∈RH⊥2

+

+
[ξG(z)W (z)]⊥|z=1

+ [ξG(z)W (z)]2 − G̃(z)W (z)Q(z)
z − 1︸ ︷︷ ︸
RH2

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

2

2

(7.3.6)

=
∣∣∣∣
∣∣∣∣
[ξG(z)W (z)]⊥ − [ξG(z)W (z)]⊥|z=1

z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

+

+

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
[ξG(z)W (z)]⊥|z=1 + [ξG(z)W (z)]2 − G̃(z)W (z)Q(z)

z − 1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

2

, (7.3.7)

en donde se ha incluido el término [ξG(z)W (z)]⊥|z=1
a fin de asegurar que el primer término

esté bien definido. Como W (z) es bipropio y de FM, entonces también lo es G̃(z)W (z) y

además
(
G̃(z)W (z)

)−1

∈ RH∞. Luego, el parámetro de Youla que minimiza J es tal que
anula el segundo término de la última expresión, es decir

Qopt(z) =
(
G̃(z)W (z)

)−1 {
[ξG(z)W (z)]⊥|z=1

+ [ξG(z)W (z)]2
} ∈ RH∞, (7.3.8)

y el resultado procede.

¤¤¤
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El lema recién expuesto entrega la solución óptima no restringida al problema de mini-
mizar la norma 2 de la función sensibilidad ponderada por una función escalar.

En la minimización del funcional J(G, W ), podemos pensar en elegir la matriz de pon-
deración W (z) diagonal, de modo tal que ésta pondere la función de sensibilidad por canal.
Con esta elección, el resultado del Lema 7.2 puede ser empleado para dar solución al pro-
blema de optimización con restricción estructural en Q(z) asociado a la porción triangular
de la planta. Esto queda de manifiesto en el siguiente teorema, que constituye la base del
procedimiento de diseño propuesto.

Teorema 7.1 (Controlador óptimo triangular con ponderación por canal)

Sea Gt(z) ∈ RH∞∩St sin ceros sobre la circunferencia unitaria y W (z) = diag {W1(z),W2(z),
. . . ,Wn(z)} estable, bipropia, de FM y tal que Wi(z) es escalar ∀i = 1, 2, . . . , n. Def́ınase
Qi opt(z) como la solución no restringida del problema de optimización del Lema 7.2 usando
el funcional J (Gi,Wi) y donde Gi(z) es la submatriz i(ver definición 6.1 en la pág. 83) de
Gt(z), es decir

Qi opt(z) = arg mı́n
Q(z)∈RH∞

J (Gi,Wi) . (7.3.9)

Entonces

Qt opt(z) = arg mı́n
Q(z)∈RH∞∩St

J (Gt, W ) (7.3.10)

=
n∑

i=1

diag {0i−1, Qi opt(z)}1ii, (7.3.11)

donde la matriz 1ii ∈ Cn×n tiene todos su elementos nulos, salvo el elemento (i, i), en el
cual tiene un uno.

Demostración:

Con la propiedad (A.3.8) de la norma 2 y aprovechando el hecho que W (z) es diagonal,
J (G, W ) puede expresarse en forma vectorizada como

J (G, W ) =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
Λ−GA(z)Qvec(z)

z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

, (7.3.12)
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donde

Λ(z) =
[
Λ1(z) Λ2(z) · · · Λn(z)

]T

, (7.3.13)

Qvec(z) =
[
Q11(z) Q21(z) · · · Qn1(z) Q22(z) Q32(z) · · · Qn2(z) · · · Qnn(z)

]T

,

(7.3.14)

GA(z) = diag {G1(z)W1(z), G2(z)W2(z), . . . , Gn(z)Wn(z)} , (7.3.15)

y Λi(z) = Wi(z)en−i+1
1 . Es importante notar que de acuerdo a la definición de Qvec(z)

en (7.3.14), en la vectorización hecha en (7.3.12) se ha considerado en forma impĺıcita el
hecho que Q(z) ∈ St. De este modo, (7.3.12) permite separar del problema de optimización
(7.3.10) en n problemas de menor dimensión e independientes entre si. En efecto, se tiene
que

J (G, W ) =
n∑

i=1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
(
Λi(z)−Gi(z)Wi(z)Qi

vec(z)
) 1

z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

(7.3.16)

donde Qi
vec(z) ∈ C(n−i+1)×1 es un vector que contiene los elementos no nulos de la i-ésima

columna de Q(z), es decir

Qi
vec(z) =

[
01×(i−1) Qii(z) Q(i+1),i(z) · · · Qni(z)

]T

. (7.3.17)

Como Λi(z) ∈ RH2, ∀i = 1, 2, . . . , n, se puede efectuar un procedimiento similar al he-
cho en la demostración del Lema 7.2 en cada uno de los sumandos de (7.3.16). De hecho,
incorporando el GLUI ξGi(z) de cada submatriz Gi(z) y realizando las descomposiciones
ortogonales pertinentes se obtiene

J (G,W ) =
n∑

i=1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
(
ξGi(z)Λi(z)− G̃i(z)Wi(z)Qi

vec(z)
) 1

z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

(7.3.18)

=
n∑

i=1

{∣∣∣∣
∣∣∣∣
[ξGi(z)Λi(z)]⊥ − [ξGi(z)Λi(z)]⊥|z=1

z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

+

+

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
[ξGi(z)Λi(z)]⊥|z=1 + [ξGi(z)Λi(z)]2 − G̃i(z)Wi(z)Qi

vec(z)
z − 1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

2



 (7.3.19)

donde G̃i(z) = ξGi(z)Gi(z). En la última expresión, cada término de la sumatoria puede
ser optimizado por separado de modo tal que si Qi

vec opt(z) minimiza el i-ésimo término
de (7.3.19), entonces minimiza el segundo sumando de éste. Además, como el producto
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G̃i(z)Wi(z) es bipropio y de FM, entonces
(
G̃i(z)Wi(z)

)−1

∈ RH∞ y por ende

Qi
vec opt(z) =

(
G̃i(z)Wi(z)

)−1 {
[ξGi(z)Λi(z)]⊥|z=1

+ [ξGi(z)Λi(z)]2
} ∈ RH∞ (7.3.20)

Reemplazando la definición de Λi(z) en lo anterior se reconoce el resultado del Lema 7.2
como

Qi
vec opt(z) =

(
G̃i(z)Wi(z)

)−1 {[
ξGi

(z)Wi(z)en−i+1
]
⊥

∣∣
z=1

+
[
ξGi

(z)Wi(z)en−i+1
]
2

}

(7.3.21)

=
(
G̃i(z)Wi(z)

)−1 {
[ξGi

(z)Wi(z)]⊥|z=1
+ [ξGi

(z)Wi(z)]2
}

en−i+1

(7.3.22)

⇒ Qi
vec opt(z) = Qi opt(z)en−i+1, (7.3.23)

donde

Qi opt(z) = arg mı́n
Q(z)∈RH∞

J (Gi,Wi) . (7.3.24)

Finalmente, el parámetro de Youla triangular óptimo, Qt opt(z), se reconstruye de manera
simple ordenando apropiadamente los vectores Qi

vec opt(z) como

Qt opt =
n∑

i=1

diag {0i−1,Qi opt(z)}1ii ∈ RH∞, (7.3.25)

y el resultado procede.

¤¤¤

El teorema anterior permite diseñar controladores triangulares con integración1 que mi-
nimizan la norma 2 de la sensibilidad ponderada por canal en lazos con plantas estables y
triangulares. Si bien el resultado es formalmente completo, para efectos de diseño resulta
más útil disponer de un procedimiento algoŕıtmico. En efecto, aprovechando la forma de
(7.3.11), el resultado del Teorema 7.1 se puede condensar en el siguiente procedimiento.

Procedimiento 1 (Diseño óptimo triangular para planta triangular)

Considérese las condiciones y el enunciado del Teorema 7.1. Sea i = 1:

(i) Usando el Lema 7.2 calcular

Qi opt(z) = arg mı́n
Q(z)∈RH∞

J (Gi,Wi) . (7.3.26)

1El controlador tiene integración en forma garantizada ya que Qt opt(1) = Gt
−1(1).
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(ii) Denotar la primera columna Qi opt(z) como [Qi opt(z)]∗1 y asignar dicha columna a
la i-ésima correspondiente de Qt opt(z) procurando agregar los elementos nulos nece-
sarios para que Qt opt(z) ∈ St, es decir

[Qt opt(z)]∗i =




0(i−1)×1

[Qi opt(z)]∗1


 (7.3.27)

(iii) Repetir los pasos anteriores para i = {2, 3, . . . , n}.

La forma de (7.3.11) y el Procedimiento 1, ponen de manifiesto que el óptimo trian-
gular se construye en términos de los óptimos no restringidos para cada submatriz con un
funcional con ponderación escalar. De hecho, tener que minimizar sin restricciones estruc-
turales el funcional J(Gi, Wi) en cada paso del Procedimiento 1 implica que el problema
de optimización restringido se descompone en n problemas de optimización no restringidos.
Esto es un resultado muy interesante que se visualiza sólo gracias a que se ha considerado
un procedimiento anaĺıtico expĺıcito para la resolución del problema.

Además, el Procedimiento 1 deja en evidencia la secuencialidad impĺıcita que hay en la
solución al problema de optimización restringido. En el caṕıtulo anterior se hizo un análisis
intuitivo de los rasgos de secuencialidad que tiene la solución al problema de optimización
asociado al tema de ĺımites de desempeño. Se puede notar que J(Gt, I) = J , es decir, que si
se considera W (z) = I en el Teorema 7.1 entonces se recupera el problema de optimización
de ĺımites de desempeño. Luego, la secuencialidad del Procedimiento 1 está ı́ntimamente
relacionada con lo discutido en el caṕıtulo anterior. En efecto, de acuerdo a (7.3.11) se tiene
que

[Qt opt(z)]nn = Qn opt(z) (7.3.28)

= arg mı́n
Q(z)∈RH∞

J(Gn,Wn). (7.3.29)

Como Gn(z) = Gnn(z) es un escalar, entonces el resultado indica que [Qt opt(z)]nn debe
ser diseñado pensando en un lazo SISO en torno a Gnn(z). Esta propiedad de la solución se
opone a las técnicas clásicas de diseño secuencial [63–66], que indican que la secuencia de
diseño debe comenzar en sentido inverso, esto es, se debe diseñar [Qt opt(z)]11 pensando en
un lazo SISO en torno a G11(z). Para más comentarios respecto a esto se remite al lector a
la pág. 88.

7.4. Control triangular de planta centralizada

En esta sección se estudia la aplicación del controlador triangular óptimo definido por
Qt opt(z) de la sección anterior a la planta G(z) estable que no es necesariamente estruc-
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turada. Def́ınase Ct opt(z) ∈ St como el controlador que genera el diseño nominal en base
al modelo triangular Gt(z) de la planta, es decir

Ct opt(z) = Qt opt(z) (I −Gt(z)Qt opt(z))−1
. (7.4.1)

El parámetro de Youla que define a Ct opt(z) en el lazo en torno a G(z) se puede escribir
como

Qf opt(z) = Ct opt(z) (I + G(z)Ct opt(z))−1 (7.4.2)

Reemplazando (7.4.1) en la última expresión resulta

Qf opt(z) =
(
Qt opt

−1(z) + G(z)−Gt(z)
)−1

(7.4.3)

Esta última relación es coherente con lo expuesto en el Lema 7.1 y pone de manifiesto la
condición (7.2.2), a saber, para garantizar que Ct opt(z) ∈ St se debe forzar que los térmi-
nos fuera de la porción triangular de Qt opt

−1(z) sean idénticos a los correspondientes en
G(z). Además, (7.4.3) indica que, si Qt opt(z) genera un controlador con integración, en-
tonces Qf opt(z) también lo hará. Por otro lado, también se deja en evidencia una dificultad
no menor existente en el control triangular de plantas centralizadas, a saber, a pesar que
Qt opt(z) es estable y propio, (7.4.3) indica que Qf opt(z) no necesariamente lo es y, por
ende, no asegura la estabilidad del lazo.

Un primer acercamiento al problema seŕıa estudiar las condiciones bajo las cuales el
controlador óptimo de la sección anterior garantiza, al menos, la estabilidad del lazo. Meto-
doloǵıas para efectuar dicho análisis de robustez pueden ser encontradas en [7, 14, 15] y, en
general, permiten obtener condiciones suficientes sobre Qt opt(z) respecto de las dinámicas
no consideradas en el modelo Gt(z), es decir la porción triangular superior estricta de G(z),
bajo las cuales se garantiza la estabilidad del lazo. Estas condiciones en general son excesi-
vamente conservadoras en términos del ancho de banda necesario para asegurar estabilidad
y no son consideradas en este trabajo.

Supóngase que mediante el uso del Teorema 7.1 con W (z) = I se diseña cierto Qt opt(z)
basado en el modelo triangular Gt(z) de una planta G(z) ∈ RH2 y que el controlador
asociado genera un lazo inestable al ser aplicado sobre G(z). Es conocido [6, 7] que si la
planta es estable, solucionar este inconveniente pasa por reducir el ancho de banda del
diseño, es decir, cambiar la dinámica de Qt opt(z) de manera tal que el lazo asociado sea
de menor velocidad. Esto justamente se puede conseguir con los resultados de la sección
anterior mediante la elección apropiada de la matriz de ponderación W (z). Examinando
la forma de (7.3.2) y (7.3.11) se puede notar que todos los ceros de W (z) son polos de
Qt opt(z), por lo que una forma conveniente para los elementos de W (z)en el Teorema 7.1
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es

Wi(z) =
z − ai

z(1− ai)
, (7.4.4)

donde ai ∈ [0, 1 [ e i = 1, 2, . . . , n. Esta forma de la matriz de ponderación permite reducir
el ancho de banda del diseño por canal ajustando el valor de ai suficientemente cerca de
z = 1.

La discusión anterior se puede condensar en el siguiente procedimiento de diseño.

Procedimiento 2 (Diseño triangular para planta centralizada)

Considérese las condiciones y el enunciado del Teorema 7.1 con Gt(z) la porción triangular
de la planta G(z), W (z) = diag {W1(z),W2(z), . . . ,Wn(z)}, y Wi(z) de la forma (7.4.4)
con ai ∈ [0, 1 [ .

(i) Calcular Qt opt(z) de acuerdo a (7.3.11).

(ii) Estudiar la estabilidad y desempeño del lazo generado por el controlador Ct opt(z)
y G(z). Si el resultado es satisfactorio el procedimiento termina. En caso contrario,
repetir el paso (i) con W (z) de la forma (7.4.4) y eligiendo las constantes ai sucesi-
vamente más cercanas a z = 1 hasta obtener dinámicas aceptables.

Las ideas recién expuestas se asemejan a los procedimientos de diseño expuestos en [7]
y se ejemplifican a continuación para el caso de un sistema 2× 2.

Ejemplo 7.1: Considérese un sistema descrito por su matriz de transferencia

G(z) =




z − 1.5
z2(z − 0.9)

−0.25(z − 5)
z2

z − 1.7
z(z − 0.9)

1
z − 0.9


 . (7.4.5)

La Matriz de Participación (MP) [34] de este sistema es

Φ =




0.23 0.05

0.32 0.4


 , (7.4.6)

de modo tal que si se desea restringir la estructura del control, una arquitectura triangular
es muy recomendable. El modelo triangular asociado es

Gt(z) =




z − 1.5
z2(z − 0.9)

0

z − 1.7
z(z − 0.9)

1
z − 0.9


 . (7.4.7)
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En primera instancia podemos elegir a1 = a2 = 0, de modo tal que W (z) = I y el uso del
Teorema 7.1 entrega

Qt opt0 =




−0.67(z − 0.9)
(z − 0.6667)

0

0.67(z − 1.7)(z − 0.9)
z(z − 0.67)

(z − 0.9)
z


 . (7.4.8)

El parámetro de Youla que genera el controlador triangular en el lazo en torno a G(z) se
calcula usando (7.4.3) como

Qf opt0(z) =




−0.67z3(z − 0.9) −0.167(z − 5)(z − 0.9)2

0.67z2(z − 1.7)(z − 0.9) z2(z − 0.67)(z − 0.9)


 1

pf0(z)
, (7.4.9)

con

pf0(z) = (z2 − 1.615z + 0.6947)(z2 + 0.7821z + 1.835). (7.4.10)

Se puede notar a partir de la expresión para Qf opt0(z) que el lazo construido en torno
a G(z) con el controlador triangular Ct opt0(z) es inestable2. Se requiere entonces hacer
modificaciones al diseño original a fin de conseguir estabilidad en el lazo. Para reducir el
ancho de banda del diseño, se eligen matrices de ponderación W (z) con elementos de la
forma dada en (7.4.4) para a1 = a2 = {0.7, 0.8, 0.9} y se aplica el Teorema 7.1. El lazo
resulta estable para los tres valores de a elegidos y en la Fig. 7.1 se exponen las respuestas
a escalón unitario por canal de éste.

2Nótese que esto ocurre a pesar que la interacción de G12(z) medida en términos de la MP es muy
pequeña.
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Figura 7.1. Respuesta a escalón unitario de lazo restringido en estructura para distintas
matrices de ponderación: (a) y1(t), (b) y2(t).

A modo de ejemplo, el parámetro de Youla triangular asociado a a1 = a2 = 0.7 es

Qt opt 0.7(z) =




−0.2z(z − 0.9)
(z − 0.7)(z − 0.6667)

0

0.2(z − 1.7)(z − 0.9)
(z − 0.7)(z − 0.6667)

0.3(z − 0.9)
(z − 0.7)


 , (7.4.11)

y el parámetro de Youla que genera al controlador triangular en el lazo en torno a G(z) se
obtiene usando (7.4.3) como

Qf opt 0.7(z) =



−0.2z(z + 0.0001286)2(z − 0.9)

−0.015z(z − 5)(z − 0,9)2

(z − 0.7)

0.2(z − 0.9)(z − 1.7)z2 0.3(z − 0.6667)(z − 0.9)z2




1
pf0.7(z)

,

(7.4.12)

donde

pf0.7(z) = (z2 − 1.659z + 0.7069)(z2 + 0.242z + 0.5411). (7.4.13)

Diversas pruebas por simulación muestran que el lazo resulta estable si a1 = a2 > 0.45, no
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obstante, la dependencia del desempeño del lazo con respecto al parámetro a no es clara.
Por esta razón, a modo de comparación definamos el criterio

JS =
∣∣∣∣
∣∣∣∣(I −G(z)Qf opt(z))

1
z − 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

, (7.4.14)

donde Qf opt(z) es el parámetro de Youla en (7.4.3) que parametriza al controlador trian-
gular en el lazo en torno a G(z). La Fig. 7.2 muestra el comportamiento de JS en función
de la elección de a1 = a2.
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Figura 7.2. Medida JS en función del parámetro a1 = a2.

El resultado de la Fig. 7.2 indica que existe un valor óptimo en la elección de a que
garantiza que la norma 2 de la función de sensibilidad del lazo es mı́nima. Hasta el momento,
esto sólo ha podido apreciarse a partir de la evaluación numérica de JS y no se tiene una
expresión anaĺıtica que exponga la dependencia de JS con respecto al parámetro de diseño
a1 = a2.

El procedimiento expuesto puede entregar bastante libertad en el diseño. En efecto, tal
como se menciona previamente, la elección de W (z) en la optimización puede realizarse con
distintos criterios en función de lo que se quiera conseguir en cada canal de salida de la
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planta. El siguiente ejemplo pone énfasis en este tópico.

Ejemplo 7.2: Considérese una planta descrita por

G(z) =




(z − 1.1)
(z − 0.6)2

0.16
(z − 0.6)2

1
z2

−0.5(z − 3)
z2


 , (7.4.15)

cuya MP es

Φ =




0.29 0.05

0.20 0.46


 , (7.4.16)

y tiene dos ceros FNM finitos en z = 2.813 y z = 1.29. Si se elige W (z) = I en el Teorema
7.1, el controlador obtenido genera un lazo estable en torno a G(z). A pesar de esto, tal
y como se aprecia en la Fig. 7.3(a) en ĺınea gruesa, el desempeño del primer canal del
lazo es deficiente en términos de undershoot y overshoot. Una alternativa para mejorar la
situación es incluir una matriz de ponderación W (z) en el diseño que pondere sólo el canal
con mal desempeño. Esto se logra eligiendo a1 6= 0 y a2 = 0. Los nuevos diseños resultan
satisfactorios y en la Fig. 7.3 se muestran las respuestas del lazo para distintas elecciones de
a1. Nótese que debido a la interacción de la planta, a pesar que en el diseño sólo se pondera
el canal 1, el controlador asociado también altera el desempeño en el canal 2.
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Figura 7.3. Respuesta a escalón unitario del lazo restringido en estructura para distintas
elecciones de a1: (a) y1(t), (b) y2(t).

7.5. Conclusiones

En este caṕıtulo se ha propuesto un método de diseño de controladores triangulares
para plantas estables. La metodoloǵıa se basa en el diseño de un controlador triangular
óptimo para un modelo triangular de la planta. La optimalidad del controlador se pierde al
cerrar un lazo en torno a la planta centralizada e, incluso, es posible que no se preserve la
estabilidad. No obstante, mediante el ajuste de una función de ponderación en el problema
de optimización, se puede manejar el ancho de banda del diseño conseguido y aśı conseguir
estabilidad junto con un desempeño acorde a los requerimientos de diseño. La forma expĺıcita
de la función de ponderación se entrega en términos de un conjunto de parámetros de diseño
que permiten regular el ancho de banda en cada canal del lazo.

La resolución del problema de optimización asociado usa una extensión de los proce-
dimientos empleados en el caṕıtulo anterior para el cómputo de ĺımites de desempeño en
control restringido. Las principales ventajas del método propuesto son su naturaleza ex-
pĺıcita, simplicidad de uso y la posibilidad de incorporar criterios de diseño para ajustar
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el ancho de banda del lazo. Además, dado que en la literatura actual no existen procedi-
mientos anaĺıticos de diseño de controladores triangulares para plantas centralizadas, esta
metodoloǵıa es una contribución clara al tema. Finalmente, su principal limitación radica
en el hecho que el problema de optimización no considera la naturaleza centralizada de la
planta, por lo que el diseño es inherentemente subóptimo. Esto a su vez puede causar que
para conseguir estabilidad se deba recurrir a reducciones excesivas del ancho de banda del
diseño.



Caṕıtulo 8

CONCLUSIONES

En este caṕıtulo se resaltan a modo de śıntesis los resultados principales de este trabajo
de tesis y sus implicancias más importantes. Una discusión más acabada sobre cada uno
de ellos puede encontrarse en las conclusiones del caṕıtulo respectivo. Además, se entregan
ĺıneas generales de los temas abiertos que se desprenden de este trabajo y las direcciones
que debieran tener trabajos de investigación futuros.

Discusión de resultados principales

Esta tesis se inscribe dentro del contexto de sistemas de control MIMO digital con estruc-
tura restringida. No obstante, el trabajo de investigación realizado tiene algunos aspectos
que escapan al tema medular, por lo que a continuación se enumeran las conclusiones cor-
respondientes clasificadas apropiadamente.

Parametrización de controladores

En la literatura actual existen dos formulaciones de la conocida parametrización de
Youla de los controladores estabilizantes y realizables. Éstas han sido empleadas con
éxito tanto en el diseño de sistemas de control como en la obtención de propiedades
importantes de esquemas de realimentación. Si se considera el caso en que la planta
en cuestión es inestable, ambos planteamientos adolecen del problema de requerir de
la disponibilidad de un controlador o función de sensibilidad que describa un lazo
estable y realizable. Esto puede traer complicaciones debido a que para cierta clase
de sistemas, el procedimiento para obtener un diseño apropiado puede ser una tarea
laboriosa en si misma.

Es aśı como en esta tesis se sobrelleva este inconveniente mediante la derivación de
un forma expĺıcita de una función de sensibilidad complementaria MIMO que puede
ser computada por inspección de los rasgos dinámicos de la planta que imponen limi-
taciones fundamentales (ceros de fase no mı́nima y polos inestables). Esto simplifica
considerablemente la parametrización de todos los controladores (o funciones de sen-
sibilidad) que generan lazos estables y realizables ya que evita tener que ocupar algún
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procedimiento de diseño previo. Un elemento clave para la obtención de dicha función
de sensibilidad complementaria es la noción de esencialidad, asociada a la identificación
de cuáles son los rasgos estrictamente necesarios que ésta debe tener para asegurar la
admisibilidad del lazo. La forma anaĺıtica entregada es válida para un subconjunto de
plantas lineales, pero éste es suficientemente amplio como para abarcar gran parte de
los modelos que usualmente aparecen en procesos industriales.

Un ejemplo SISO ilustrativo deja de manifiesto la potencial utilidad de esta herramien-
ta para obtener la solución expĺıcita de una clase importante de problemas de opti-
mización cuadrática.

Factorizaciones de ceros en sistemas MIMO

Dentro de las formas que se tiene de realizar factorizaciones de ceros en sistemas
MIMO, los interactores unitarios son de gran relevancia ya que poseen propiedades
anaĺıticas útiles para la resolución de una clase amplia de problemas de optimización
cuadrática. En este trabajo se demuestra que el interactor unitario de ceros generaliza-
do es único y, además, se entrega una caracterización simple de todas aquellas matrices
de transferencia que poseen interactor unitario diagonal.

Esto último es de importancia en varias áreas del análisis y śıntesis de esquemas
de control lineal. En particular, en este escrito se deja de manifiesto que esto tiene
estricta relación con el hecho que, cuando una planta estructurada pertenece a una
clase estructuralmente cerrada bajo inversión, el controlador centralizado óptimo que
logra el mejor desempeño posible tiene la misma estructura de la planta en forma
natural. Esto implica que si se restringe el control a aquella estructura, entonces el
impacto sobre el desempeño óptimo es nulo. Esta propiedad se desprende de una
caracteŕıstica especial que deben cumplir los ceros de fase no mı́nima de la planta y
que lleva a definir el concepto de cero de FNM canónico izquierdo.

Control MIMO de estructura restringida

Este tema es el principal abordado en este trabajo de tesis. Un resultado fundamental
es la derivación de condiciones bajo las cuales la estructura impuesta sobre el contro-
lador se traspasa directamente al parámetro de Youla asociado. Se ha demostrado que
una condición necesaria y suficiente para que esto ocurra es que el conjunto de res-
tricciones sea estructuralmente cerrado bajo inversión y que la planta posea la misma
estructura que aquella forzada sobre el controlador. Este hecho entrega una condición
suficiente para garantizar la convexidad de una clase de problemas de optimización de
tipo cuadrático y se aprovecha en dos tópicos:
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• Ĺımites de desempeño.

El deterioro en desempeño producto de las restricciones estructurales sobre el
controlador es cuantificado en forma expĺıcita para el caso de estructura dia-
gonal por bloques, rala simple y triangular. Dicho deterioro es dependiente de
la ubicación de los ceros de FNM que no son canónicos izquierdos y de ciertos
rasgos direccionales que dan cuenta de dos elementos: (a) el nivel de interacción
dinámica entre algunos subsistemas de la planta y, (b) cuán cerca está el cero
de FNM de ser canónico izquierdo. Como es usual a la luz de resultados previos,
los ceros de FNM más dañinos para el desempeño óptimo son aquellos ubicados
cerca de z = 1. Sin embargo, una conclusión importante es que el efecto negativo
de dichos ceros de FNM sobre el deterioro en el desempeño óptimo puede ser
atenuado si dicho cero es cercano a ser canónico izquierdo. Este fenómeno de
direccionalidad en la influencia del cero de FNM sobre el desempeño óptimo es un
resultado notable ya que marca una diferencia rotunda respecto al caso de control
centralizado, en donde éste depende única y exclusivamente de la ubicación de
los ceros de FNM.

• Diseño de controladores triangulares.

Ante una evidente carencia en la literatura de métodos sistemáticos de diseño de
controladores triangulares para plantas estables, en esta tesis se ha presentado un
procedimiento para ello que posee varias ventajas considerables: (a) no requiere
que la planta tenga una estructura en particular, (b) es de carácter expĺıcito y (c)
permite incorporar criterios de diseño. Este último aspecto se logra mediante el
ajuste apropiado de una función de ponderación que permite reducir el ancho de
banda del diseño por canal y, en definitiva, es lo que permite conseguir estabilidad
y un desempeño apropiado en el lazo restringido.

El método se basa en el diseño óptimo de un controlador triangular para un
modelo triangular de la planta, por lo que tiene la desventaja de no incorporar la
naturaleza centralizada de la planta dentro del problema de optimización. Esto
causa que, en ciertos casos, pueda requerirse reducir el ancho de banda de manera
excesiva a fin de conseguir estabilidad en el lazo.

Finalmente, gracias a que el problema de optimización se resuelve en forma ex-
pĺıcita, se detecta un rasgo de secuencialidad en la construcción de la solución.
Esta propiedad recuerda los procedimientos clásicos de diseño secuencial, pero
ciertamente sugiere un orden en la secuencia de diseño distinto.
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Ĺıneas futuras de investigación

A partir de los resultados obtenidos, es claro que las ĺıneas de investigación que deben
suceder a este trabajo pueden ser varias:

Hallar la forma expĺıcita de la función de sensibilidad complementaria esencial para
una planta general. Esto significa eliminar la suposición de polos inestables con mul-
tiplicidad algebraica simple y que ninguno de ellos coincide con algún cero de FNM.
Además, se debeŕıa extender la idea de esencialidad a otras funciones de sensibilidad
de interés a fin de que ciertos problemas de optimización tengan una solución más
directa.

A la luz de los resultados presentados respecto de ĺımites de desempeño, seŕıa conve-
niente estudiar en detalle eventuales implicancias adicionales que pudiera tener la idea
que un cero de fase no mı́nima sea de tipo canónico izquierdo.

El problema fundamental de esta tesis, a saber, el cómputo de ĺımites de desempeño en
control con estructura restringida, tiene todav́ıa aristas importantes que no han sido
exploradas. La más importante sin duda es la carencia de una solución para el caso
general, es decir, aquel en que la planta no necesariamente posee la misma estructura
que el controlador. Si bien dicho problema de optimización no es convexo, no se ha
estudiado la eventual existencia de un óptimo global que se pueda obtener en forma
expĺıcita.

En relación al punto anterior, tampoco se ha probado que las condiciones que aseguran
la convexidad del problema de optimización sean necesarias para ello, por lo que el
tema sigue abierto.

Extender los resultados relativos a ĺımites en desempeño para estructuras que no sean
de tipo ralas (por ejemplo, restricciones en complejidad del controlador) es un tema
de investigación atrayente.

El fenómeno de direccionalidad en la influencia de los ceros de FNM en el desempeño
óptimo con control restringido puede ser explorado con mayor profundidad. En par-
ticular, seŕıa muy interesante obtener una forma expĺıcita general para los vectores
dirección asociados de modo tal de tener una idea más clara de cuáles interacciones
dinámicas son las que en realmente limitan el mejor desempeño posible.

Si bien se ha verificado que el método de diseño de controladores triangulares propuesto
es de una utilidad considerable, éste es de carácter subóptimo. El paso siguiente a
seguir es, entonces, incluir la estructura centralizada de la planta dentro del problema
de optimización garantizando a la vez la estructura del controlador y la estabilidad
del lazo.
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Finalmente, los rasgos secuenciales que se han dejado de manifiesto en la solución al
problema de optimización cuadrática que involucra a planta y controlador triangulares
puede tener alcances mayores. En efecto, es conveniente el estudio de las implicancias
que este fenómeno pudiere tener con respecto a la metodoloǵıas clásicas de diseño
secuencial.



Apéndice A

ESPACIOS DE HILBERT

A.1. Introducción

En este apéndice se presentan en forma sintética resultados y conceptos importantes
dentro del área de Análisis Funcional relativos a espacios de Hilbert que son importantes
para la derivación de los principales resultados originales de este trabajo. Por motivos de
espacio, se omiten las demostraciones pero, salvo se especifique expĺıcitamente, éstas pueden
ser encontradas en [92].

A.2. Espacios de Hilbert y de Banach

Definición A.1 (Espacio vectorial)

Dado un cuerpo K y un conjunto E, se dice que E es un espacio vectorial sobre K si y sólo
si en E existe una operación de suma denotada ”+”tal que ∀a, b, c ∈ E se cumple

(a + b) + c = a + (b + c), (A.2.1)

a + b = b + a, (A.2.2)

∃ 0 ∈ E tal que a + 0 = a, (A.2.3)

∃ (−a) ∈ E tal que a + (−a) = 0, (A.2.4)

y una operación externa definida ∀α ∈ K y ∀a ∈ E como

K : K× E 7→ E, (A.2.5)

(α, a) 7→ K(α, a) = αa, (A.2.6)
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y que satisface, ∀α, β ∈ K y ∀a, b ∈ E

α(βa) = (αβ)a, (A.2.7)

(α + β)(a) = αa + βa, (A.2.8)

1a = a, (A.2.9)

α(a + b) = αa + αb. (A.2.10)

Definición A.2 (Subespacio vectorial)

Dado E espacio vectorial sobre K, A ⊂ E se dirá subespacio vectorial de E ⇔ A es espacio
vectorial.

Nótese que la definición anterior se reduce a que 0 ∈ A y que ∀x, y ∈ A αx ∈ A∀α ∈ K
y x + y ∈ A.

Definición A.3 (Norma)

Dado E espacio vectorial sobre K, se denomina norma a una función

|| · || : E 7→ R (A.2.11)

que satisface

||x|| ≥ 0, ||x|| = 0 ⇔ x = 0, (A.2.12)

||αx|| = |α|||x||, (A.2.13)

||x + y|| ≤ ||x||+ ||y||, (A.2.14)

∀x, y ∈ E y ∀α ∈ K.

Definición A.4 (Espacio normado)

Dado E espacio vectorial sobre K y una norma || · ||, el par (E, || · ||) se denomina espacio
normado.

Definición A.5 (Producto interno)

Dado E espacio vectorial sobre K, un producto interno es una función continua

<,>: E × E 7→ K (A.2.15)
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tal que ∀x, y, z ∈ E y ∀α, β ∈ K satisface

< x + y, z > =< x, z > + < y, z >, (A.2.16)

< αx, y > = α < x, y >, (A.2.17)

< x, y > = < y, x >, (A.2.18)

< x, x > ≥ 0 si K es totalmente ordenado y 0 es su neutro aditivo, (A.2.19)

donde x̄ denota a una operación que en el caso de R ó C corresponde a conjugar x.

Definición A.6 (Espacio con producto interno)

Dado E espacio vectorial sobre K y un producto interno, el par (E,<, >) se denomina
espacio con producto interno.

Definición A.7 (Ortogonalidad)

Sea (E,<, >) un espacio con producto interno:

(a) Dados x, y ∈ E, se dirá que x e y son ortogonales ⇔< x, y >= 0. En estos casos se
anotará x ⊥ y.

(b) x ∈ E se dirá ortogonal a A ⊂ E ⇔< x, y >= 0, ∀y ∈ A.

(c) A ⊂ E se dirá ortogonal a B ⊂ E ⇔< x, y >= 0, ∀x ∈ A, ∀y ∈ B.

Definición A.8 (Complemento ortogonal)

Dado (E, <, >), espacio con producto interno, y A ⊂ E, se define el complemento ortogonal
de A como A⊥ donde,

A⊥ = {z ∈ E tal que z ⊥ A} (A.2.20)

Lema A.1 (Norma inducida partir de producto interno)

Dado un espacio con producto interno donde K = R1, entonces la función

|| · ||i : E 7→ R (A.2.21)

x 7→ ||x||i =
√

< x, x > (A.2.22)

es una norma y se denomina norma inducida (por el producto interno correspondiente).

En lo que sigue se omitirá el sub́ındice i de normas inducidas a menos que sea estricta-
mente necesario.

El lema anterior establece que todo espacio con producto interno es, a su vez, un espacio
normado en donde la norma correspondiente es la norma inducida por el producto interno.

1también puede relajarse la condición a que se cumpla sólo < x, x >∈ R
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Notar que la afirmación contraria es falsa, ya que hay normas no pueden ser inducidas por
producto interno alguno, tal como ilustra el lema siguiente.

Lema A.2 (Resultados de normas inducidas)

Dado (E,<, >) espacio con producto interno y (E, || · ||) espacio normado con la norma
inducida por <,>, entonces ∀x, y ∈ E se cumplen:

(a) Desigualdad de Cauchy-Schwartz:

−1 ≤ < x, y >

||x||||y|| ≤ 1 (A.2.23)

(b) Identidad del Paralelógramo:

||x + y||2 + ||x− y||2 = 2(||x||2 + ||y||2) (A.2.24)

(c) Producto interno a partir de norma:

< x, y >=
1
4

{||x + y||2 − ||x− y||2} (A.2.25)

(d) Teorema de Pitágoras:

x ⊥ y ⇔ ||x + y||2 = ||x||2 + ||y||2 (A.2.26)

Es importante tener presente que las propiedades anteriores sólo cobran sentido si la nor-
ma es inducida, ya que por ejemplo, la propiedad de Pitágoras no es aplicable en el contexto
de una norma no inducida, pues no hay producto interno para verificar ortogonalidad. Por
otro lado, lo anterior plantea condiciones necesarias para que una norma sea inducida: si,
por ejemplo, la operación <, > definida en (A.2.25) no satisface las propiedades del producto
interno, entonces || · || no será una norma inducida.

Definición A.9 (Sucesión)

Dado A un conjunto cualquiera, una sucesión en A se define como una función

f : N 7→ A (A.2.27)

n 7→ f(n) = xn (A.2.28)

y se denotará en la forma {xn}n∈N o simplemente xn.

Definición A.10 (Sucesión convergente y ĺımite)

Dada {xn}n∈N sucesión en (E, || · ||), espacio normado, se dirá que xn converge si ∃x ∈ E
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tal que ∀ε, ∃no ∈ N tal que ||xn − x|| < ε ∀n ≥ no. x se define como el ĺımite de la sucesión
y para describir la convergencia se anota xn → x

Debe notarse que la definición anterior está particularizada al caso de espacios normados,
pero la idea de convergencia de sucesiones es más general, pudiéndose definir en espacios
más generales (métricos o topológicos). Además, ésta indica que hay convergencia sólo si el
punto al cual la sucesión tiende está contenido en el conjunto donde está definida la sucesión.

Definición A.11 (Sucesión de Cauchy)

{xn}n∈N sucesión en (E, || · ||) se dice de Cauchy ⇔ ∀ε, ∃no ∈ N tal que ||xn − xm|| <

ε∀n,m ≥ no

Es decir, una sucesión de Cauchy es aquella tienen algún término a partir del cual los térmi-
nos siguiente se van acercando cada vez más entre si. Nótese que toda sucesión convergente
es necesariamente de Cauchy, pero no al revés, ya que el punto al cual tienden los elementos
de una sucesión de Cauchy podŕıa no estar en E y, por lo tanto, no se cumple la definición
A.10.

Definición A.12 (Completitud)

Un espacio vectorial con producto interno o normado se dice completo si y sólo si toda
sucesión de Cauchy en E converge.

Definición A.13 (Espacios de Hilbert y de Banach)

Un espacio con producto interno (E, <,>) (normado (E, || · ||)), se dirá espacio de Hilbert
(Banach) si y sólo si es completo.

Definición A.14 (Suma Directa)

Un espacio vectorial E se dice igual a la suma directa de los subespacios vectoriales Y,Z ⊂ E

⇔

∀x ∈ E ∃!y ∈ Y ∧ ∃!z ∈ Z tal que x = y + z. (A.2.29)

En estos casos se anota E = Y ⊕ Z y se dice que Y,Z forman un par complementario.

Lema A.3 (Complemento ortogonal y suma directa)

Sea A un subconjunto cerrado de E, con (E,<, >) espacio de Hilbert. Entonces

E = A⊕A⊥ (A.2.30)

En estos casos se dice que los conjuntos A y A⊥ forman un par ortogonal.
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A.3. Espacios de funciones

En esta sección se definen algunos espacios de funciones que son de utilidad en el desa-
rrollo de los principales resultados de este trabajo.

A.3.1. El espacio L2

A continuación se define el espacio de funciones L2 [7, 11,14].

Definición A.15: Sea F una función matricial compleja definida como

F : C 7→ Cn×m (A.3.1)

z 7→ F (z), (A.3.2)

y def́ınase F como el conjunto de dichas funciones matriciales complejas.
El espacio L2 se define como todas las funciones F ∈ F tales que:

(a) F (ejω) está bien definida ∀ω ∈ [−π, π].

(b) F (z) es integrable en la circunferencia unitaria (|z| = 1).

(c) F (z) satisface

∫ π

−π

traza
{

F H(ejω)F (ejω)
}

dω < ∞ (A.3.3)

Es importante notar que la definición anterior es distinta a la usual en matemática [93],
ya que extiende el dominio las funciones en L2 a todo el plano complejo y no sólo a la
circunferencia unitaria.

En base a la teoŕıa expuesta en la sección anterior, se puede enunciar el siguiente teorema
que recoge las propiedades más importantes de L2.

Teorema A.1 (Propiedades de L2)

En relación a L2 se tiene lo siguiente:

(a) L2 es un espacio vectorial sobre C.

(b) La función

<,>: L2 7→ C

(F ,H) 7→< F , H >=
1
2π

∫ π

−π

traza
{

F H(ejω)H(ejω)
}

dω, (A.3.4)

es un producto interno y el par (L2, <, >) corresponde a un espacio vectorial con pro-
ducto interno.
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(c) < F ,F >∈ R, ∀F ∈ L2 y, por lo tanto,

||·||2 : L2 7→ R

F 7→ ||F ||2 =
√

< F , F > (A.3.5)

es una norma y el par (L2, ||·||2) corresponde a un espacio normado.

(d) Con la norma y producto interno anteriores, L2 es un espacio de Banach y Hilbert,
respectivamente.

Demostración:

La demostración del teorema es directa en base a las definiciones hechas en la Sección
A.2.

¤¤¤

La norma en la parte (c) del teorema anterior se denomina norma 2 y a continuación se
enuncia su definición formal junto con dos propiedades importantes de las cuales haremos
uso exhaustivo para derivar los principales resultados de esta tesis.

Definición A.16 (Norma 2)

Sea F (z) ∈ L2, entonces su norma 2 se define como

||F (z)||2 =
(

1
2π

∫ π

−pi

traza
{

F H(ejω)F (ejω)
}

dω

)1/2

(A.3.6)

Además, la norma 2 tiene las siguiente propiedades:

(a) Si U(z) ∈ L2 tal que UH(ejω)U(ejω) = I y el producto U(z)F (z) está bien definido,
entonces U(z) se denomina matriz unitaria y cumple

||U(z)F (z)||2 = ||F (z)||2 , ∀F (z) ∈ L2 (A.3.7)

(b)

||F (z)||22 =
n∑

i=1

n∑

j=1

||Fij(z)||22 (A.3.8)

A.3.2. Subespacios importantes de L2

En la sección previa se ha visto que L2 es un espacio de Hilbert. Esto se puede aprovechar
para definir dos subespacios de funciones importantes que tienen la ventajosa propiedad de
ser ortogonales.
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Lema A.4 (Subespacios H⊥2 y H2)

Sea el espacio H⊥2 definido como

H⊥2 = {F (z) ∈ L2 : F (z) es anaĺıtica ∀z tal que |z| < 1} . (A.3.9)

Entonces:

(a) H⊥2 es un subespacio cerrado de L2.

(b) H⊥2 es completo y, por ende, es un espacio de Hilbert.

(c) El espacio H2 definido como

H2 = {F (z) ∈ L2 : F (z) es anaĺıtica ∀z tal que |z| > 1} , (A.3.10)

es el complemento ortogonal de H⊥2 y ambos subespacios forman un par ortogonal en
L2.

Demostración:

(a) Directa aplicando la definición de subespacio en la Sección A.2.

(b) Esta resultado es de gran importancia y su demostración puede ser encontrada en [93].

(c) Directa aplicando la definición de complemento y par ortogonal en la Sección A.2.

¤¤¤

A lo largo de esta tesis, para mantener un concordancia de notación con la literatura
técnica existente, se usará el prefijo R para recalcar que los espacios en cuestión contienen
funciones matriciales complejas y racionales en z. Esto significa que para efectos de este
trabajo, el espacio H2 será denotado por RH2.



NOTACIÓN Y ŚIMBOLOS

A continuación se define la notación y śımbolos usados frecuentemente en este documen-
to. La intención de este cuadro resumen es servir sólo como gúıa, ya que las definiciones
formales de cada elemento pueden encontrarse en las secciones respectivas (salvo la notación
estándar).

Rn Conjunto de n-tuplas reales

Cn Conjunto de n-tuplas complejas

Cn×m Conjunto de matrices con entradas complejas de dimensión n×m

en
i i-ésimo vector de la base elemental de Rn

I Matriz identidad de dimensión apropiadas

In Matriz identidad de dimensión n× n

0 Matriz nula de dimensión apropiada

0n Matriz nula de dimensión n× n

0n×m Matriz nula de dimensión n×m

1k` Matriz dimensión apropiada con todos sus elementos nulos, salvo
el (k, `), en el cual tiene un uno

A(z) Matriz de transferencia

diag {A11,A22, . . . , Ann}Matriz diagonal por bloques con las matrices A11, A22, . . . , Ann

en cada bloque

{Aii}i=1,2,...,n Idem

[A]ij ([A]i,j) Elemento (i, j) de la matriz A

Aij (Ai,j) Idem

[A]i∗ ([A]i,∗) i-ésima columna de la matriz A

Ai∗ Idem

125



Notación y Śımbolos 126

A` Submatriz ` de la matriz A

[A]d Porción diagonal de la matriz A

det {A} Determinante de la matriz A

traza {A} traza de la matriz A

A−1 Inversa multiplicativa de la matriz A

vi i-ésima componente del vector v

(·)T Operador transpuesto

(·)H Operador hermitiano

(·) Operador complejo conjugado

|x| magnitud de x ∈ C
||x|| magnitud de x ∈ Cn

grel {A(z)} Grado relativo de A(z)

den {A(z)} Denominador de la función de transferencia A(z)

gr {p(z)} Grado u orden del polinomio p(z)

L2 Espacio de funciones matriciales definidas y medibles sobre ćırculo
unitario y cuadráticamente integrables

H2 Subespacio de L2 de funciones matriciales anaĺıticas fuera del
ćırculo unitario

RH2 Subespacio de L2 de funciones matriciales anaĺıticas dentro del
ćırculo unitario

RX (Sub)espacio X restringido al caso real racional

RH∞ Espacio de matrices de transferencia estables y propias

S Conjunto de restricciones estructurales genérico

||A||2 norma en L2

[A(z)]2, [A(z)]⊥ porciones en RH2 y RH⊥2 , respectivamente, de A(z) ∈ L2

Q(z) Parámetro de Youla

C(z) Controlador en un lazo de control

So(z) Función de sensibilidad en un lazo de control

To(z) Función de sensibilidad complementaria en un lazo de control

Sio(z) Función de sensibilidad de entrada en un lazo de control

Suo(z) Función de sensibilidad de control en un lazo de control

r(t) Señal de referencia en un lazo

u(t) Señal de actuación en un lazo (excitación de un proceso)

y(t) Salida de un proceso

ym(t) Señal realimentada en un lazo de control
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e(t) Señal de error en un lazo de control

dm(t) Ruido de medición en un lazo de control

di(t) Perturbación de entrada en un lazo de control

do(t) Perturbación de salida en un lazo de control

µ(t) Función escalón unitario

X(z) = Z {x(t)} Transformada Z de la secuencia x(t)

η Dirección izquierda genérica de ceros de funciones de transferencia

µ Dirección derecha genérica de polos de funciones de transferencia

αc Multiplicidad algebraica del cero en z = c

E {·} Operador esperanza

NI(z), (ND) Numerador izquierdo (derecho) de una factorización coprima
izquierda (derecha)

DI(z), (DD) Denominador izquierdo (derecho) de una factorización coprima
izquierda (derecha)

ξA(z) Interactor unitario de ceros generalizado de A(z)

C Conjunto de ceros de FNM asociado a una matriz de transferencia

P Conjunto de polos inestables asociado a una matriz de transferen-
cia

(·)opt Denota la optimalidad de (·)
Φ Matriz de Participación asociada a cierto sistema

MP Abreviatura para Matriz de Participación

GLI Abreviatura para interactor de ceros generalizado izquierdo

LUI (GUI) Abreviatura para interactor unitario de ceros izquierdo (derecho)

GLUI (GRUI) Abreviatura para interactor unitario de ceros generalizado izquier-
do (derecho)

CRE Abreviatura para Conjunto de Restricción Estructural

c. e. t. p. Abreviatura para casi en todas partes



BIBLIOGRAF́IA

[1] M. Salgado, D. R. Oyarzún, and E. Silva, “On affine parametrization and essential sensi-
tivity,” Submitted to Journal of the Franklin Institute, 2005.

[2] E. Silva, D. R. Oyarzún, and M. Salgado, “On structural properties of a class ofH2 optimal
control problems,” Submitted to IEE Proceedings - Control Theory and Applications, 2005.

[3] D. R. Oyarzún, E. Silva, and M. Salgado, “Performance bound evaluation for sparse
structure restricted control systems,” Submitted to IEE Proceedings - Control Theory and
Applications, 2005.

[4] D. Youla, H. Jabr, and J. Bongiorno, “Modern Wiener-Hopf design of optimal controllers.
Part I,” IEEE Transactions on Automatic Control, vol. 21, no. 2, pp. 3–13, 1976.

[5] ——, “Modern Wiener-Hopf design of optimal controllers. Part II: The multivariable
case,” IEEE Transactions on Automatic Control, vol. 21, no. 3, pp. 319–338, 1976.

[6] G. C. Goodwin, S. Graebe, and M. E. Salgado, Control System Design. New Jersey:
Prentice Hall, 2001.

[7] M. Morari and E. Zafiriou, Robust process control. Englewood Cliffs, New Jersey: Prentice
Hall Inc., 1989.

[8] J. Doyle, B. Francis, and A. Tannembaum, Feedback control Theory. New York: Macmil-
lan Publishing Company, 1992.

[9] K. Zhou, J. Doyle, and K. Glover, Robust and optimal control. Englewood Cliffs, New
Jersey: Prentice Hall, 1996.

[10] J. Chen, L. Qiu, and O. Toker, “Limitations on maximal tracking accuracy,” IEEE
Transactions on Automatic Control, vol. 45, no. 2, pp. 326–331, 2000.

[11] O. Toker, L. Chen, and L. Qiu, “Tracking performance limitations in LTI multivariable
discrete-time systems,” IEEE Transactions on Circuits and Systems—Part I: Fundamental
Theory and Applications, vol. 49, no. 5, pp. 657–670, May 2002.

[12] E. Silva and M. Salgado, “Performance bounds for feedback control of nonminimum-
phase MIMO systems with arbitrary delay structure,” IEE Proceedings - Control Theory
and Applications, vol. 152, no. 2, pp. 211–219, March 2005.

128



Bibliograf́ıa 129

[13] M. Salgado and E. Silva, “Robustness issues in H2 optimal control of unstable plants,”
Systems & Control Letters, vol. 55, no. 2, pp. 124 – 131, February 2006 (available online).

[14] K. Zhou and J. Doyle, Essentials of Robust Control. Englewood Cliffs, New Jersey:
Prentice Hall, 1998.

[15] S. Skogestad and I. Postlethwaite, Multivariable Feedback Control: Analysis and Design.
New York: Wiley, 1996.

[16] J. Doyle, K. Glover, P. Khargonekar, and B. Francis, “State–space solutions to standard
H2 and H∞ control problems,” IEEE Transactions on Automatic Control, vol. AC-34, no. 8,
pp. 831–847, 1989.

[17] M. Salgado, R. Musalem, and E. Silva, “Parametrización alternativa de youla,” Revista
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[31] G. Gómez and G. Goodwin, “Integral constraints on sensitivity vectors for multivariable
linear systems,” Automatica, vol. 32, no. 4, pp. 499–518, 1996.

[32] T. Harris, F. Boudreau, and J. MacGregor, “Performance assessment of multivariable
feedback controllers,” Automatica, vol. 32, pp. 1505–1518, 1996.

[33] A. Conley, “Control descentralizado y medidas de interacción,” Master’s thesis, Depart-
ment of Electrical Engineering, Universidad Técnica Federico Santa Maŕıa, 2000.
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