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RESUMEN

La solucién del problema de limites de desempeno en lazos de control multivariable (MI-
MO) con estructura restringida permite cuantificar cudl es el mejor desempeno alcanzable
por un lazo de control con restricciones estructurales sobre el controlador. El problema de
optimizacion cuadratica asociado es, en general, no convexo, por lo que su resolucién explici-
ta es dificil. En esta tesis se deriva una condicién necesaria para la convexidad del problema
y se entregan expresiones analiticas para el desempeno 6ptimo y el controlador que lo logra
para tres estructuras de interés: diagonal por bloques, rala simple y triangular. Ademas,
el caracter explicito de la solucién permite identificar cual es el deterioro en desempeno
respecto al caso centralizado producto de las restricciones impuestas al control. Los resul-
tados dejan de manifiesto que dicho deterioro depende de aquellos ceros de fase no minima
(FNM) que no cumplen cierta propiedad de estructura. Esto implica a su vez que el efecto
de dichos ceros de FNM no esta dado sélo por su ubicacién, sino que también por rasgos
direccionales que dan cuenta de las interacciones dindmicas entre algunos de los subsistemas
que componen a la planta.

La convexidad del problema estd garantizada si la planta tiene la misma estructura
que aquella que se desea forzar sobre el controlador y ésta cumple una propiedad algebraica
especial. Esto lleva a establecer condiciones bajo las cuales el controlador centralizado éptimo
asociado a una planta estructurada posee la misma estructura que ésta en forma natural. La
diagonalidad del interactor unitario de ceros generalizado aparece como un elemento crucial
en este punto, por lo cual se establece una condicién necesaria y suficiente para que esto
ocurra y, ademas, se demuestra que éste es unico.

Los procedimientos analiticos desarrollados en estos tépicos permiten establecer un méto-
do explicito de diseno de controladores de estructura triangular. La metodologia propuesta
sirve para plantas estables sin ninguna estructura en particular, permite incorporar criterios
de diseno y no emplea ningtn tipo de procedimiento numérico, por lo cual su utilidad puede
ser considerable.

Finalmente, en el tema de parametrizacién de controladores estabilizantes y realizables,

para una clase importante de plantas MIMO se deriva una forma analitica para una fun-

II



Resumen 111

cion de sensibilidad complementaria que garantiza un lazo estable y realizable. Esta funcion
depende sélo de rasgos dinamicos de la planta, por lo que puede ser computada por inspec-
cion de ésta y sin recurrir a ningtun procedimiento de diseno. Esto tdltimo la perfila como
una buena candidata para ser empleada en la parametrizacion de todos los controladores

estabilizantes y realizables para plantas inestables.

Palabras Clave:

Control multivariable, control restringido, limites de desempeno, interactor de ceros,

parametrizacion de controladores, diseno de controladores restringidos, control triangular.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

El tema principal del presente trabajo de tesis se inscribe dentro de los sistemas de
control lineal multivariables (MIMO) de tiempo discreto. Gran parte de los desarrollos y
resultados aqui expuestos son fruto de un trabajo cooperativo con don Mario Salgado B. y
Eduardo Silva V. en una investigacién que tiene distintas aristas. Es por esto que los tépicos

tratados se pueden clasificar en tres grandes areas:

= Parametrizacién de controladores.
= Propiedades de factorizaciones de ceros en sistemas MIMO.

= Lazos de control MIMO con estructura restringida.

Los resultados principales de este trabajo se encuentran condensados en [1-3]. Dado que el
alcance de cada uno de los temas mencionados es amplio, a continuacién se presenta una
revisién bibliografica de cada uno en forma independiente. Se destaca que algunos de los
comentarios respecto de la bibliografia pueden aparecer también en el capitulo en donde
ésta sea relevante. Se ha decidido esto a fin de contextualizar mejor los contenidos de cada

capitulo.

1.1. Estado del arte

1.1.1. Parametrizacion de controladores

A partir de la década del 60, la apariciéon de técnicas de control basadas en procedi-
mientos de optimizacion motivé la busqueda de formas de parametrizar los controladores
estabilizantes y realizables para una determinada planta. El trabajo seminal en este tépico
se encuentra reportado en [4,5], en el cual los autores derivan la conocida parametrizacién
de Youla. Esta parametrizacién puede formularse tanto para el caso SISO como MIMO y
permite expresar en forma compacta todos los controladores propios que estabilizan a una
planta en un lazo con realimentaciéon negativa.

La parametrizaciéon de Youla ha probado ser de gran utilidad tanto para el diseno de

controladores mediante la solucién del conocido problema de calce de modelos [6-9], como

1



1.1. ESTADO DEL ARTE 2

para la obtencién de propiedades de lazos de control [10-13] que involucren la resolucién de
problemas de optimizacion. Esta utilidad tiene su base en el hecho que la formulacion entrega
expresiones afines en el pardmetro para todas las funciones de sensibilidad del lazo [6], 1o cual
tiene ventajas considerables a la hora de resolver problemas de optimizacién que involucren
a dichas funciones. Ademads, su formulacion en variables de estado permite la resolucién de
los problemas de control generales en Ha y Heo [9,14-16].

Los problemas que adolece esta parametrizacién residen en el hecho que si la planta es
inestable, entonces las expresiones asociadas a las funciones de sensibilidad pueden ser de alto
orden y, ademads, se requiere de la disponibilidad de un controlador estabilizante para poder
parametrizar todos los demds. Recientemente, en [17] se propone una formulacién alternativa
de la parametrizacién basada en una expresién afin para la funcién de sensibilidad del lazo.
Este planteamiento genera expresiones de menor orden para las funciones de sensibilidad
y éstas tienen la ventaja de involucrar sélo aquellos rasgos dindmicos de la planta que
imponen limitaciones fundamentales [6,18], a saber, ceros de fase no minima (FNM) y polos
inestables. La parametrizacién alternativa ha sido empleada con éxito en el contexto de

limites en desempeno en lazos de control con plantas inestables [13].

1.1.2. Propiedades de factorizaciones de ceros en sistemas MIMO

La factorizacién de ceros de una matriz de transferencia es una herramienta que permite
capturar la porcién no invertible (es decir, su estructura de ceros de FNM) de una deter-
minada matriz de transferencia [6]. Estas herramientas reciben el nombre de matrices de
interacciéon o simplemente, interactores. Los trabajos originales en este tema se remontan
algunas décadas atrds y se pueden encontrar en [19] en el contexto de formas candnicas e
invariantes para esquemas de realimentacion lineal. En dicho trabajo se entrega un algorit-
mo para su construccién y se demuestra que cierta forma triangular del interactor es tnica.
Esta formulacién se emplea en [20] para construir predictores de horizonte finito y en [17]
para proponer una version alternativa de la parametrizacién de Youla. No obstante, diversas
limitaciones de este tipo de interactores [21-23] ocasionan que no sean la mejor forma de
capturar la estructura de retardos de un sistema. Estos resultados motivan que en [22] se
proponga un interactor nilpotente que es la base para la construccién del interactor uni-
tario descrito en [24]. Esta forma del interactor permite resolver el problema LQR [6, 25]
singular para sistemas MIMO de tiempo discreto [24] y es de utilidad en el contexto de
control de varianza minima [23,26]. En [23] se presenta un algoritmo para la estimacién de
dicho interactor unitario. En [10,11,27] se presentan algunos resultados parciales que son
generalizados en [12,28] y permiten establecer un algoritmo explicito para su construccién.
Ademds, en [12] se demuestra que para el caso de ceros de FNM en infinito, el interactor
unitario es tinico. El interactor unitario resulta 1til para construir inversos aproximados es-

tables de matrices de transferencia [6,28] y es util para resolver de manera explicita ciertos
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problemas de optimizacién cuadrética en el contexto de limites de desempetio [10-13].
Estudios adicionales sobre la diagonalidad del interactor de ceros de una matriz de
transferencia se pueden encontrar en [29,30]. No obstante, las pruebas ahi presentadas no
constituyen una caracterizacién explicita de las matrices que poseen interactor diagonal. La
diagonalidad del interactor de ceros es importante en el contexto de desacople dindmico de

sistemas MIMO [31] y pruebas de autocorrelacién en control de varianza minima [32].

1.1.3. Lazos de control MIMO con estructura restringida

Los métodos de diseno MIMO usualmente entregan controladores de tipo centralizado, es
decir, controladores en los cuales cada entrada aplicada al proceso se genera con informacion
de todas las variables medidas. Por diversos motivos [28,33-35], se puede requerir restringir
la estructura del control a fin de ganar simplicidad en la implementacién y/o reducir costos.
Una discusién acabada sobre el problema de restringir estructura en el control se puede
encontrar en [33]. El primer paso en este tema corresponde a la seleccién de la estructura

del controlador, topico que se detalla a continuacion.

Seleccién de estructura

La seleccién de una determinada estructura se realiza en base a herramientas que per-
miten discriminar que interacciones dindmicas del proceso son predominantes. Trabajos en
este tema se pueden encontrar en abundancia y dentro de los principales estdn el arreglo
de ganancia relativa (RGA) [36], el arreglo de ganancia relativa dindmico (DRGA) [37,38],
el indice de Niederlinsky (NI) [39] y la Matriz de Participacién (MP) [34,40]. Todas estas
herramientas miden en base a cierto criterio la importancia relativa de las distintas interac-
ciones dinamicas de la planta y asi dan luces sobre cudl estructura en particular puede ser

apropiada.

Limites de desempeiio

Es intuitivamente claro que para una determinada planta ciertas estructuras de control
pueden generar lazos de control de mejor calidad que otras. Mediante la definiciéon de una
medida representativa del desempertio (o calidad) del lazo, la bisqueda de formas de cuan-
tificar el mejor desempeno alcanzable por una determinada estructura de control surge en
forma natural.

Resultados recientes respecto a este tema cuando el controlador no tiene restricciones
estructurales se pueden encontrar en [10-13,28,41-46]. No obstante, para el caso en que se
restringe la estructura del controlador, el panorama es bastante distinto ya que el tinico es-
tudio reportado se encuentra en [47]. En este trabajo se establece un algoritmo para obtener
el desempeno 6ptimo asociado a control descentralizado suponiendo que el lazo restringido

es estable. La naturaleza numérica del algoritmo presentado no entrega informacién alguna
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respecto de cudles son los rasgos dindmicos de la planta que limitan el mejor desempeno

alcanzable.

Diseiio de controladores restringidos

Cuando el patrén de interacciones dindmicas de la planta justifica un determinada es-
tructura de control, entonces se hace imperativo contar con métodos sistematicos de diseno
de controladores de estructura restringida. La estructura mas estudiada es indiscutiblemente
el control descentralizado y ha dado origen a una diversos trabajos [35,48-60]. Para el caso
de la estructura de control triangular, los resultados relativos a metodologias de diseno son
escasos y carecen de generalidad. En [61,62] los autores desarrollan métodos que permiten
disefiar un controlador triangular éptimo para una planta triangular estable. En [63] se re-
porta un método interesante para el mismo caso basado en los procedimientos de sintesis
secuencial [64-66]. Finalmente, en [55] se plantea un procedimiento de optimizacién que no
requiere imponer ninguna estructura sobre la planta, pero no garantiza la estabilidad del

lazo resultante.

1.2. Contribuciones importantes de la tesis

Esta tesis presenta contribuciones originales en varios de los aspectos mencionados en la

seccién anterior. A continuacién se da una descripcién somera de ellas.

» Parametrizaciéon de controladores.

En base a la idea de esencialidad, para una clase amplia de plantas MIMO se obtiene
una forma explicita para una funcién de sensibilidad complementaria que garantiza un
lazo estable y realizable. Esta funcién de sensibilidad puede ser calculada sélo en base a
aquellos rasgos dindmicos de la planta que imponen limitaciones fundamentales [6,18],
lo cual permite elegirla sin necesidad de algin procedimiento de diseno. Esto a su vez
implica que es util para parametrizar todas los lazos estables y propios mediante la

parametrizacién alternativa de Youla [17].

= Propiedades de factorizaciones de ceros en sistemas MIMO.

En esta tesis se demuestra que el interactor unitario de ceros generalizado es 1inico y,
ademas, se establece una condicién necesaria y suficiente para que éste sea diagonal.
Esta condicién tiene relacion con el hecho que los ceros de fase no minima de la matriz

sean de tipo canonicos izquierdos, concepto original de este trabajo.

= Lazos de control MIMO con estructura restringida.

Se demuestra que si la familia de matrices con la estructura en consideracién tiene

cierta propiedad algebraica (a saber, ser estructuralmente cerrada bajo inversion) y la
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planta tiene la misma estructura que aquella que se desea sobre el control, entonces
una condicién necesaria y suficiente para que el controlador sea estructurado es que
el parametro de Youla asociado tenga dicha estructura. Esto asegura que el problema
de optimizacién cuadratica asociado a limites de desempeno sea convexo y, a su vez,

facilita la derivacién de otros resultados originales:

e Limites de desempeno: se deja en evidencia que para plantas de estructura restrin-
gida estables, el controlador centralizado que logra el desempeno éptimo tiene la
misma estructura per se si y sélo si el interactor de ceros unitario generalizado es
diagonal. Esto es importante ya que caracteriza a aquellas plantas estructuradas
en las cuales forzar la misma estructura en el control no tiene impacto sobre el
desempeno éptimo.

Para el caso en que la planta no posea dicha propiedad, se entregan expresiones
analiticas para el controlador restringido éptimo y para el deterioro del mejor
desempeno producto de restringir el control considerando estructuras diagonal
por bloques, rala simple y triangular. Los resultados en este tema son relevantes
y ponen de manifiesto que la influencia de los ceros de fase no minima en el mejor
desempeno alcanzable no esta dada sélo por la ubicacion de estos, sino que aparece
ademds un efecto que tiene relacién con rasgos direccionales. Esta caracteristica
es propia del control con estructura restringida y marca una diferencia clara con

respecto al caso de control centralizado.

e Diseno de controladores de estructura triangular: se propone una metodologia sis-
tematica de diseno de controladores triangulares para plantas estables. El método
no requiere que la planta posea una estructura en particular ni emplea algoritmos
numéricos para el cémputo del controlador. La posibilidad de ajustar el ancho
de banda del lazo permite conseguir estabilidad en el lazo y el cumplimiento de

otras especificaciones de diseno.

1.3. Organizacién del documento

A excepcion de los conceptos bésicos relativos a sistemas lineales y lazos de control por
realimentacién, el texto tiene la intencion de ser autocontenido. En caso de ser necesario,
para una exposicién acabada respecto de la teoria de sistemas de control lineal se sugiere al
lector consultar [6].

Los capitulos se organizan de una manera estandar, poniendo especial énfasis en contex-
tualizar los contenidos en base a una introduccién que incluye las referencias bibliograficas
importantes. Ademas, se incluyen ejemplos ilustrativos en los puntos que sea necesario, es-
pecialmente aquellos que involucran definiciones y/o resultados originales. Cada capitulo

incluye una seccién dedicada a resaltar las conclusiones principales que se derivan de los
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resultados obtenidos y en el capitulo final se hace una revisiéon global de éstas. Para no
interrumpir el flujo de lectura, al final del escrito se expone un apéndice con conceptos
importantes relativos a Analisis Funcional que son cruciales para la derivacion de los resul-
tados de este trabajo. A continuacién se describe en forma sintética los contenidos de cada

capitulo.

= Capitulo 1: Revisién del estado del arte, contribuciones principales del trabajo y as-

pectos generales sobre éste.

= Capitulo 2: Enuncia los aspectos sobre sistemas lineales MIMO y control realimentado

que son de importancia para este escrito.

= Capitulo 3: Revision de la parametrizacién de Youla de todos los controladores esta-
bilizantes en su formulacién clédsica y la versién alternativa dada en [17]. Se deriva la
funcién de sensibilidad complementaria esencial, que permite, para el caso de plan-
tas inestables, parametrizar todas las funciones de sensibilidad de lazos estables y

realizables sin la necesidad de recurrir a un procedimiento de disefio previo.

= Capitulo 4: Enumeracién de los resultados principales relativos a limites de desempeno
en control centralizado. Se define la medida de desempeno que serd empleada en lo

sucesivo y se entrega tanto el valor éptimo de ésta como el controlador que la logra.

= Capitulo 5: Se plantea el problema de limites de desempeno con estructura restringida
en su forma general y se deja de manifiesto la no convexidad del mismo. Mediante
la definicién de la idea de matrices estructuralmente cerradas bajo inversién, se es-
tablece una condicién necesaria y suficiente para que las restricciones estructurales
sobre el controlador sean heredadas por el pardmetro de Youla. Esto permite derivar
una condicién suficiente para la convexidad del problema de optimizacion. Ademads, se
demuestra que el interactor unitario de ceros es tnico y, gracias a la nocién de ceros
canonicos izquierdos, se obtiene una condicién necesaria y suficiente para la diagona-
lidad de éste. Este resultado permite entregar una caracterizacién general de aquellas
plantas estables estructuradas para las cuales el controlador centralizado 6ptimo tiene

la misma estructura en forma natural.

= Capitulo 6: En este capitulo se obtienen resultados explicitos para el mejor desempeno
alcanzable en lazos de control con planta y controlador restringido a una estructura
en particular (diagonal por bloques, rala simple y triangular). Ademds, se calcula el
controlador éptimo que lo logra y se cuantifica el deterioro en el desempeno producto

de las restricciones estructurales sobre el controlador.

= Capitulo 7: Se propone un procedimiento de diseno de controladores triangulares para

plantas estables. La utilidad del método se deja en evidencia con ejemplos ilustrativos.
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= Capitulo 8: Revisién general de las principales conclusiones que se derivan de los resul-
tados del trabajo. Ademas, se entregan lineas generales para trabajos de investigacion

futuros que se desprenden de esta tesis.



Capitulo 2

GENERALIDADES SOBRE
SISTEMAS LINEALES

2.1. Introduccion

En esta seccion se compilan los resultados y definiciones tedricas relativas a sistemas
lineales multivariables (MIMO) que son de utilidad para este trabajo. Por motivos de es-
pacio, las nociones aqui incorporadas corresponden a las estrictamente necesarias para el
entendimiento de esta tesis. Abundante material sobre el tema en general se puede encontrar
en [6,14,15,67,68]. Los tépicos més especificos pueden ser encontrados en las referencias

bibliograficas dadas en las secciones respectivas.

2.2. Sistemas MIMO lineales

2.2.1. Representacion de sistemas MIMO

Un sistema de tiempo discreto, lineal, causal e invariante en el tiempo puede ser descrito

como

x(t+1) = Az(t) + Bu(t), x(0) = xo (2.2.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t), (2.2.2)

donde u(t) € R™ es el vector de entrada, y(t) € R™ es el vector de salidas, x(t) € RP es el
vector de estados y A € RP*P. B € RP*" C € R"*P y D € R™*",

Las expresiones (2.2.1) y (2.2.2) representan la dindmica del sistema en términos de un
conjunto de p ecuaciones recursivas de primer orden. Esta representacién es ttil para estudiar
la dindmica de los estados internos del sistema. No obstante, si lo que interesa es analizar el
comportamiento desde un punto de vista entrada/salida, se puede obtener un representacion

bastante méas compacta. Aplicando la transformacién Z (ver por ejemplo, [6,69]) a (2.2.1),
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(2.2.2) y luego de un ligero trabajo algebraico se obtiene

Y(2) = (C (:I - A)'B+ D) U(2) (2.2.3)
G(z

U (2), (2.2.4)

donde z € C es la variable compleja de la transformacion, Y (z) = Z{y(¢t)}, U(z) = Z {u(t)}
y G(2) se denomina matriz de transferencia del sistema.

La matriz de transferencia G(z) condensa la dindmica del sistema desde una perspectiva
entrada/salida. Los elementos de G(z) son funciones racionales en la variable z, de modo
tal que G(z) € C™"*". Si el sistema es escalar (SISO), esto es n = 1, entonces G(z) se reduce
al bien conocido concepto de funcién de transferencia [6].

Debe notarse que si bien tanto la representacion en espacio de estados (2.2.1),(2.2.2) como
la matriz de transferencia G(z) describen a un mismo sistema, pueden existir diferencias
entre ambas. En efecto, introduciendo la idea de controlabilidad y observabilidad [6, 67]
se puede probar que ciertas dindmicas en (2.2.1) pueden no manifestarse en G(z). Este
fenémeno tiene relacién con posibles cancelaciones en G(z) y, en general, ocasiona que la
representacién tipo matriz de transferencia pueda perder informacién relativa a la dindmica

del sistema original.

2.2.2. Rasgos dindmicos de un sistema MIMO: polos, ceros y retardos

Es un hecho conocido que la dindmica entrada/salida de un sistema lineal SISO depende
de los polos y ceros de su funcién de transferencia [6]. En este contexto, los polos y ceros de
un sistema SISO se definen como las raices de los polinomios denominador y numerador de
la funcién de transferencia, respectivamente. La extensién de esta idea al caso de sistemas
MIMO es algo més complicada y requiere de la definicién de la llamada forma de Smith-

McMillan de una matriz de transferencia [6,67].

Lema 2.1 (Forma de Smith-McMillan)

Considérese una matriz de transferencia G(z) € C**"™ escrita como

G(z) = ]%N(z), (2.2.5)

donde N(2) es una matriz polinomial de rango v y p(z) es el minimo comin denominador
de todos los elementos de G(z). Entonces existen matrices unimodulares' Uy (z) y Ua(2)

tales que

G(Z) = Ul(Z)GSM(Z)Uz(Z), (226)

1Dicese de una matriz polinomial no singular con determinante constante.
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donde

. €1(2) & (2)
= — ... o 2.2.
Gsnm(z) dzag{5l(z), ’Jr(z)’o’ 00, (2.2.7)
y €i(2), §;(2) son polinomios coprimos si i = j. La matriz Gsn(z) corresponde a la forma
de Smith-McMillan de G(z).

Demostracion:

Ver [67] donde, ademés, se entrega un algoritmo para calcular explicitamente los poli-

nomios €;(z) y 6;(z).
(/]

Definicién 2.1 (Polos y ceros MIMO)
Dada una matriz de transferencia G(z) € C"*" y su forma de Smith-McMillan Ggnr(z),

entonces:

(a) El polinomio de ceros finitos de G(z) estd dado por p.(z)

[T;_, €i(z). Las raices de este
polinomio se definen como los ceros de la matriz de transferencia G(z). Similarmente,
la multiplicidad algebraica de un cero de G(z) se define como la multiplicidad que éste

tiene en p.(z).

(b) El polinomio de polos de G(z) estd dado por p,(z) = [[;_, 8:(z). Las raices de este
polinomio se definen como los polos de la matriz de transferencia G(z). Similarmente,
la multiplicidad algebraica de un polo de G(z) se define como la multiplicidad que éste

tiene en py(z).

Si bien la nocién de polos y ceros para sistemas MIMO dada en la Definicién 2.1 es
precisa, ésta resulta engorrosa de manejar debido a la necesidad de construir la forma de
Smith-McMillan de la matriz de transferencia. Una caracterizacién alternativa de estos im-
portantes rasgos dindmicos se puede obtener mediante la generalizacion de los conceptos de
numerador y denominador de funciones de transferencia heredados de la teoria de sistemas

SISO. Esta generalizacién queda de manifiesto en el siguiente lema [6,67,68].

Lema 2.2 (Polos, ceros y factorizaciones coprimas polinomiales)

Sea la matriz de transferencia G(z) € C"*". Entonces,

(a) Siempre es posible realizar las factorizaciones coprimas

G(z) = Dy '(2)Ni(2), (2.2.8)
= Np(2)Dp '(2), (2.2.9)
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donde N1(z), D1(z), Np(z) y Dp(z) son matrices polinomiales. Las representaciones
(2.2.8) y (2.2.9) se denominan factorizaciones coprimas polinomiales izquierda y derecha,

respectivamente.
(b) Todo cero de G(z) es también cero de Ny(z) y Np(z).

(¢) Todo polo de G(z) es también cero de Dy(z) y Dp(z).

Demostracion:
Ver [68,70].
0og

Debe enfatizarse que no es comun en la literatura técnica usar el nombre polinomial
para las factorizaciones coprimas definidas en el Lema 2.2(a). En esta tesis se incluye para
efectos de distinguirlas de las factorizaciones coprimas en RH ., definidas mas adelante en la
Seccién 2.3. Ademds, hay que notar que la caracterizaciéon de polos y ceros dada en el Lema
2.2(b) y (c) es sélo en un sentido, es decir, no todos los ceros de Dy(z) o Dp(z) (ceros de
Ni(z) o Np(z)) son polos (ceros) de la matriz de transferencia G(z) (ver [6]).

El resultado del Lema 2.2 permite definir una caracteristica dindmica exclusiva de los

sistemas MIMO: la direccionalidad de ceros y polos.

Definicién 2.2 (Direcciones de polos y ceros)
Sea G(z) € C™ "™ una matriz de transferencia con factorizaciones coprimas dadas por (2.2.8)

y (2.2.9). Supdngase ademds que G(z) tiene un cero en z = ¢ y un polo en z = p, entonces:

(a) El cero en z = c tiene direccion izquierda ny € C**1 y direccién derecha np € C™*! si

y solo si

nr" Np(c) =0, (2.2.10)
Ni(c)np =0, (2.2.11)

con |[nt|| = [Inpl| = 1.

(b) El polo en z = p tiene direccion izquierda py € C™*' y direccién derecha pp € C**1 si

y solo si

ur"Dp(c) =0, (2.2.12)
Di(c)up =0, (2.2.13)

con ||pr|| = ||upl| = 1.



2.2. SISTEMAS MIMO LINEALES 12

De acuerdo a esta definicion, entonces, en los sistemas MIMO los polos y ceros no estan
definidos s6lo por su ubicacién en el plano complejo, ya que adicionalmente tienen un vector

direccién asociado. Una interpretacion mas clara de esta idea puede notarse a partir de
(2.2.10)-(2.2.13):

(a) Siz = cesun cerode G(z), entonces Ny(c) y Np(c) son de rango deficiente y nr, (np)

es un elemento de la base del espacio nulo izquierdo (derecho) de Np(c), (Ny(c)).

(b) Siz = pesun polode G(z), entonces Dp(p) y Dr(p) son de rango deficiente y pur, (up)
es un elemento de la base del espacio nulo izquierdo (derecho) de Dy (p), (Dp(p))-

La aparicion de las direcciones asociadas a polos o ceros no deberia llamar la atencién
teniendo en cuenta la naturaleza misma de los sistemas MIMO. En efecto, en forma anéloga a
la propiedad de bloqueo de los ceros de sistemas SISO [6], los ceros de sistemas MIMO (o polos
para el caso del inverso del sistema) tienen una propiedad de bloqueo para ciertas direcciones
de la entrada. Un desarrollo acabado sobre este tema se puede encontrar en [6,7,28,71].

Para efectos de esta tesis, resulta de crucial importancia el concepto de ceros de fase

(no) minima definido a continuacion.

Definicién 2.3 (Ceros de fase no minima)

Sea G(z) € C**™ con un cero en z = c. El cero en z = ¢ se denomina de fase minima
(FM) si y sdlo si|c| < 1; en caso contrario el cero se denomina de fase no minima (FNM).
Ademds, si G(z) posee sdlo ceros de FM (FNM), se denomina sistema de FM (FNM).

Otra caracteristica dindmica importante de los sistemas dindmicos son los retardos. Para
el caso de sistemas de tiempo continuo estos rasgos dificultan la teoria ya que fuerzan a que
la dindmica del sistema sea de orden infinito [6]. Sin embargo, para el caso de tiempo discreto
su tratamiento es bastante simple y no constituye un mayor complicacién con respecto a
las definiciones que ya hemos realizado. En efecto, los retardos en tiempo discreto agregan
un ndmero finito de estados a la representacién (2.2.1), traduciéndose en polos en el origen
y ceros adicionales en la matriz de transferencia [6,72]. Esta tesis presenta un tratamiento

unificado respecto a este punto, lo cual queda de manifiesto en la siguiente observacién.

Observacién 2.1 (Retardos y ceros en infinito)

Los retardos en sistemas de tiempo discreto se traducen en polos de G(z) ubicados en z =0y
ceros finitos adicionales (cuando el retardo es fraccionario respecto del periodo de muestreo).
En esta tesis los retardos se tratan de manera unificada usando el hecho que un polo en z = 0
es equivalente a un cero de FNM ubicado en z — oco. En relacion con la Definicion 2.2, si

G(2) tiene un cero en infinito, esta idea se entiende en el limite, es decir

Ky = lim Njy(z), (2.2.14)

Z—00
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son matrices de rango deficiente. Las direcciones asociadas a los ceros en infinito se entien-
den de manera similar a la Definicion 2.2(a) usando Ky y Kp en vez de N1(z) y Np(z).
Ademds, sin, (n) es el nimero de polos (ceros) de G(z), entonces se define el grado rela-
tivo de G(z) como gre1 {G(2)} = np —n. = det{G(z)} y es igual al nimero de ceros en oo

de G(z).

Para concluir esta seccion, se presentan algunas definiciones de terminologia que extien-
den conceptos conocidos de sistemas SISO al caso de los sistemas MIMO usando las ideas

expuestas previamente.

Definicién 2.4 (Matrices propias e impropias)
Sea G(z) € C"*™. G(z) se dice:

(a) propia si y sdlo si gret {G(2)} >0,

(b) estrictamente propia si y sélo si gre {G(2)} > 0,
(c) bipropia si y sdlo si gre {G(2)} =0,

(d) impropia si gre {G(2)} < 0.

2.2.3. Estabilidad de sistemas MIMO

La estabilidad es un concepto crucial en teoria de sistemas y se define a continuacién.

Definicién 2.5 (Estabilidad de sistemas)
Una sistema lineal e invariante en el tiempo se dice estable si su salida permanece acotada

para cualquier entrada y condicion inicial acotadas.

La caracterizacién de los sistemas MIMO estables se extiende de manera directa desde

el caso SISO, como lo expone el siguiente resultado.

Lema 2.3 (Estabilidad de una matriz de transferencia)
Un sistema de tiempo discreto, lineal e invariante en el tiempo descrito por su matriz de

transferencia G(z) € C"*™ es estable si y sdlo si todos su polos estin en la region |z| < 1.

En lo sucesivo y con un ligero abuso de lenguaje, si G(z) tiene un polo en z = p, diremos

que es un polo estable (inestable) si |p| < 1(|p| > 1).

2.2.4. Ejemplo

El siguiente ejemplo numérico ilustra los conceptos discutidos en las secciones anteriores.
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Ejemplo 2.1: Considérese la matriz de transferencia

z—2 z—2
Gi)=| %, »252 (2.2.16)
z+056 =z

Empleando el algoritmo descrito en [6, 67, 68] la forma de Smith-McMillan de G(z) resulta

25
Gsm(z) = | (#2(252 +14)) ’ (2.2.17)
0 0,1(z — 2)(10z — 3)

lo cual indica que G(z) tiene tres polos en {0,0, —0.56} y dos ceros en {2,0.3}. Esto implica
que gre1 {G(2)} = 1 y, por ende, es estrictamente propia y tiene un cero en 0o. Con un ligero
abuso de notacion, el conjunto de ceros de FNM de G(z) puede escribirse como {2,00}.
La factorizacion coprima polinomial derecha de G(z) se obtiene en base al procedimiento

descrito en [68] y resulta

Nop(2) = (z—2)(z+0.56) z—2 | (2.2.18)
I z(z +4) 5z
_z(z +0.56) 0
Dp(z) = : (2.2.19)
0 22

Ademds, a continuacion se calcula en forma explicita algunas de las direcciones izquierdas

asociadas a los polos y ceros de G(z):

- Para el cero en ¢; = 2 se tiene

Np(2) = , (2.2.20)
12 10

T
por lo tanto np1 = [1 0} .

- Para el cero en cg = 00 se tiene

lim Np(z) = , (2.2.21)

Z—00
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T
por lo tanto Ny = [1/ﬁ 1/\@] .

Para el polo en p1 = —0.56 se tiene

Dp(p1) = : (2.2.22)

T
por lo tanto puyr = {1 0} .

2.3. Matrices de transferencia y espacios de funciones

En esta seccién se relacionan los conceptos de Andlisis Funcional expuestos en el Apéndice
A con las ideas relativas a sistemas lineales que serdan de utilidad a lo largo de esta tesis. Debe
destacarse que dichas herramientas matemaéticas son claves para la obtencién de los resulta-
dos de este trabajo y constituyen la herramienta técnica fundamental para la construccion
de sus principales contribuciones.

Para efectos de la teorfa de sistemas y sefiales, la definicién del espacio Lo en el Apéndice

A puede ser interpretada de dos maneras distintas que se precisan a continuacion.
Observacién 2.2 (Interpretacién de RL,)

(a) Sea F(z) € C"*™ una matriz de transferencia racional en z. De acuerdo a la parte (a)
de la Definicion A.15, si F(z) no tiene polos en |z| = 1, entonces F(z) € RLy. En
estas condiciones, RLy puede ser visto como un espacio de sistemas lineales de tiempo

discreto.

(b) Sea f(t) € R™ una senal de tiempo discreto tal que F(z) = Z{f(t)}. Si F(z) estd bien
definida ¥z € C tal que |z| = 1, entonces F(z) € RLy. En estas condiciones, RLy puede

ser visto como un espacio de senales de tiempo discreto.

Se recalca que si bien en términos operatorios la distincién anterior no es necesaria, ésta tiene
importancia conceptual y debe tenerse siempre presente. En lo sucesivo, no se precisara sobre
la naturaleza de los elementos en RL2 ya que ésta siempre se puede deducir del contexto en
el cual se esté trabajando.

En base a los resultados del Lema A.4, la ortogonalidad de RHsy y RHQL permite es-

tablecer que para cualquier matriz de transferencia G(z) € RLy se puede hallar una des-
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composicion ortogonal de la forma
G(2) = [G(2)], +[G(2)] | (2.3.1)

donde [G(z2)], € RH2 y [G(2)], € RHy. Nétese que de acuerdo a la definicion de R
y R’Hﬁ‘ en el Lema A.4, las matrices de transferencia que pertenecen a RH- son estables
y estrictamente propias. Por otro lado, si G(z) es bipropia o impropia y tiene sélo polos
inestables, entonces G(z) € RHQL. Esto implica que la descomposicién ortogonal (2.3.1) se
puede realizar mediante un expansién en fracciones parciales apropiada de G(z) y recono-
ciendo aquellos términos que estdn en RHs o RH%‘ en base a la ubicacién de sus polos y su
grado relativo.

A fin de simplificar la notacién en los desarrollos futuros, se define el espacio R H», como

sigue.
RHe = {G(2) € RL2: G(z) es estable y propia} (2.3.2)

El espacio R’Hs es un subespacio de RLy y su nombre proviene del hecho que todas las
matrices de transferencia que estdn en RH, tienen norma oo definida. Mas detalles sobre
este espacio se pueden encontrar en [14]. Toda matriz de transferencia en RH, tiene una
parte en R’H3 (su porcién constante) y otra en RHy (su porcién estrictamente propia).
Finalmente, aprovechando la definicién de RH, se presenta el siguiente lema referente a
las factorizaciones coprimas que usaremos a lo largo de este escrito y que es una extension
del Lema 2.2.

Lema 2.4 (Factorizaciones coprimas en RH.)
Sea la matriz de transferencia G(z) € C™*™, entonces siempre es posible realizar las facto-
Ti2aCclones coprimas

G(z) = D; ' (2)Ny(2), (2.3.3)

= Np(2)Dp*(2), (2.3.4)

donde Ni(z), Dy(z), Np(z) y Dp(z) son matrices de transferencia en RHo. Las repre-
sentaciones (2.3.3) y (2.3.4) se denominan factorizaciones coprimas en RHoo izquierda y
derecha, respectivamente.
Demostracion:

La demostracién de este importante resultado se puede hallar en [73].

uoa
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El resultado del Lema 2.4 es muy util para la derivacién de los resultados del Capitulo
3. Si G(z) es propia, entonces la obtencién de una factorizacién coprima en RH, para
G(z) se puede realizar en forma computacional mediante la resolucién de un problema de
realimentacion del estado observado equivalente, tal y como se detalla en [6]. Las nociones
de polos y ceros (y sus respectivas direcciones) dadas en el Lema 2.2 y en la Definicién 2.2 se
extienden de manera directa al caso en que se emplean factorizaciones coprimas en R'H, en
vez de polinomiales. En lo sucesivo, siempre trabajaremos con factorizaciones coprimas en
RH debido a que pueden ser manipuladas de manera conveniente usando las propiedades
del espacio RLs.

El siguiente ejemplo numérico ilustra las ideas discutidas mas arriba.

Ejemplo 2.2: Considérese la matriz de transferencia

23 1
G(z) = (z — 2)(12 -05) (2 ; 3) € RLy (2.3.5)
(z—0.8) (z —0.5)

Mediante una expansion en fracciones parciales se obtiene la descomposicion ortogonal en

Ly para G(z) como

—0.083333 0 (22 + 0.5z 4+ 0.3333) 1
Gz = | —10-5) o |t (2-2) (z=3) (2.3.6)
z-08) (:-05) 0 1
=[G(2)],€ERH> =[Cv'(z)]J_E73')'lz,L

Por otro lado, usando el procedimiento descrito en [6] los factores coprimos izquierdo y

derecho en RHs para [G(2)], son

1 |—0.083(z — 0.6523)(z — 0.4091) 0.0095(z — 0.8)
Ni(z) = — . (237
P(z) | (2—0.5128)(z — 0.488) 0.5(z — 0.8)(z — 0.4979)

1 |(z=0.2724)(z — 0.5)(z — 0.5608) 0.019(z — 0.8)(z — 0.5)

P 0.034(> — 0.4462) (= — 0.5) (2 —0.8)(z — 0.5)(z — 0.4979)
(2.3.8)
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1 |—0.083(z — 0.8)(z — 0.4425) 0.0093(z — 0.8)
Np(z) = — , o (2:3.9)
PE) (2 0.5363) (2 — 0.4959)  0.5( — 0.6165)(= — 0.4955)

1 |(z=0.5)(z —0.4425)(z — 0.8) —0.11(z — 0.8)(z — 0.5)
DD(Z) = ﬁ ,
b | —0.18(2— 0.5)(2 — 0.4983) (2 — 0.3841)(z — 0.5)(z — 0.5045)
(2.3.10)
p(z) = (z — 0.5648)(z — 0.4957)(z — 0.2706). (2.3.11)
]

2.4. Factorizaciones de ceros en sistemas MIMO

Las contribuciones méas importantes de esta tesis descansan en la factorizaciéon de ceros
para una determinada matriz de transferencia. Esto se realiza mediante la construccion
del interactor de ceros y constituye el tema principal de esta seccién. El desarrollo de los
interactores de ceros se remonta algunas décadas atras con los estudios originales reportados

n [19]. Los diversos problemas que adolecen los interactores definidos en dicho trabajo son
detallados en [21-23] y para superarlos en [24] se propone el interactor unitario basado en los
resultados de [22]. Un algoritmo para la estimacién del interactor unitario se entrega en [23]
y la forma explicita se obtiene en [12] por medio de una generalizacién de los resultados
parciales en [10,11,27]. El enfoque empleado en esta tesis respecto a este tema se basa

principalmente en [12, 28].

2.4.1. Motivacién
Caso SISO

Tal y como se expone de manera exhaustiva en [6], la construccién de inversos de sistemas
es un elemento inevitablemente presente en la teoria de control. Ahora bien, es conocido que
la dificultad de inversién de sistemas se debe a que usualmente el inverso de una matriz de
transferencia es impropio y/o, en caso que el sistema sea de FNM, inestable. Esto motiva
idear una metodologia sistemdtica para la construccion de inversos aprorimados estables de
sistemas lineales.

Consideremos por simplicidad un sistema SISO de tiempo discreto con funcién de trans-

ferencia

z—3

1@ = =ose =00

€ RHa, (2.4.1)
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del cual se desea construir un inverso aproximado f~1(z). El inverso exacto de f(z) es

(z—0.1)(z—0.5)
z—3

2 = € RHy, (2.4.2)
el cual ciertamente es impropio e inestable. Una forma conveniente de solucionar el problema
de grado relativo es incluir un polo en z = 0 en la construccién del inverso. Dicho factor
tiene una respuesta en frecuencia unitaria y, por ende, su inclusién no afecta la magnitud de
la respuesta en frecuencia del inverso aproximado con respecto a f~!(z). Por otro lado, el
problema de estabilidad se puede sobrellevar si se hace una consideracion similar: si el factor
que agrega el polo inestable en z = 3 se cambia por uno que incluya el reflejo estable de dicho
polo, tampoco se altera la magnitud de la respuesta en frecuencia del inverso aproximado.

Este analisis permite establecer que el inverso aproximado

(z—0.1)(2 — 0.5)

i1
= RH 2.4.3
e = Ty € RH (243)
tiene una respuesta en frecuencia de magnitud idéntica a aquella de f~!(z). Diremos en-
tonces que
1-3

es un interactor de ceros de f(z) ya que factoriza el cero en co y en z = 3 de f(z) en
el sentido que f(z) = £¢(2)f(2) no posee dichos ceros. La metodologia expuesta en este
ejemplo simple se puede generalizar de manera simple a cualquier planta SISO?: basta con
agregar tantos polos en z = 0 en el inverso como grado relativo tenga f(z) y cambiar todos
los ceros de FNM de f(z) por sus respectivos reflejos estables.

Otro modo de visualizar el procedimiento anterior para hallar el interactor £¢(z) es
pensar en hallar una funcién de transferencia en RHy que cancele los ceros de FNM de
f(2) y los reemplace por sus respectivos reflejos estables. De este modo, para cancelar un
cero de FNM en oo, {;(2z) necesariamente debe contener un cero en z = 0 y, de la misma
manera, debe contener como polo al cero de FNM de f(z) y como cero al reflejo estable de

éste.

Extension de la idea al caso MIMO

La idea es poder extender el concepto recién expuesto para sistemas escalares a sis-
temas MIMO. Como es de esperar, la construccién es ciertamente mas complicada debido
al fenémeno de direccionalidad de los ceros discutido al comienzo de este capitulo. A con-

tinuacion se expone una forma intuitiva de construccién de un interactor de ceros MIMO.

2siempre y cuando f(z) no tenga ceros en la circunferencia unitaria, ya que en ese caso los reflejos son

inestables.
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Se enfatiza que el andlisis que sigue es de tipo intuitivo y no pretende en absoluto ser
una exposicién formal del tema (vista en la seccién siguiente). Considérese la matriz de

transferencia

1 0
G(z) = 7 (2.4.5)
(z=1) (:-2)

z z

T
que tiene un cero de FNM en z = 2 con direccién izquierda normalizada i = [1 /V2 1/ \/ﬂ .

Construir una matriz de transferencia que cancele dicho cero de FNM no parece ser directo.
No obstante, dada la forma de G(z), podemos pensar en concentrar el cero en una fila a
fin de poder cancelarlo. Esto se puede conseguir si se multiplica a G(z) por una matriz

que reubique el factor (z — 2) en, por ejemplo, todos los elementos de la primera fila. Si
construimos un matriz P = |y 7| de modo tal que U se elige para que P sea unitaria3,

se puede conseguir lo deseado. En efecto, una posible eleccion para P es

po |2 UV : (2.4.6)

1/vV2 1/V2
con lo cual el producto P* G(z) resulta

V2(2—2) 1 (2-2)

PTG(z) = _22\/5 f(sz) . (2.4.7)
z 2 2z

Como ahora el cero en z = 2 esta en cada uno de los elementos de la primera fila, podemos
cancelarlo y reemplazarlo por su reflejo estable sin problemas si premultiplicamos a PTG (2)

por una matriz de transferencia diagonal M (z) elegida como

[1—22 0 V2(z2-2) | (-2
M(z)PTG(z) = | 2—2 z V22 (2.4.8)
i 0 1 _22\/§ % (2 ; 2)
[—2v2(2 —0.5)  —/2(z —0.5)
— _2z\/§ 1 (ZZ_ 2 |- (2.4.9)
L A W A

3Esto se puede hacer con el algoritmo de ortonormalizacién de Gram-Schmidt, ver [74].
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Se puede notar que la matriz M (z)PTG(z) no tiene el cero en z = 2, por lo cual sélo resta
deshacer los cambios hechos con la matriz P? premultiplicando por su inversa, a saber,
P~T_ Sin embargo, como P” es unitaria esto tltimo es equivalente a premultiplicar por P.

Luego de este procedimiento resulta que la matriz

—2(z—1.5) —15(z—1)

PM(2)P"G(2) = ~9:305) —05(=+1) | (2:4.10)

no tiene el cero en z = 2, tiene un cero en z = 0.5 y posee la misma ganancia a continua
que G(z). La matriz PM (z)PT, entonces, cancela el cero de FNM en z = 2 de G(z) y lo
reemplaza por su reflejo estable. Debe notarse que en base a la construccién de dicha matriz,

ésta se puede escribir de dos maneras compactas como sigue

1-—3z

T
n
PM(z)PT = [n U] =3 ., (2.4.11)
0o 1| |U
1—
= _332nnT +UU” (2.4.12)

En la seccién siguiente se generaliza formalmente la idea recién descrita para la construccion

de un interactor de ceros.

2.4.2. Interactor unitario de ceros

Antes de enunciar el método mediante el cual se construye el interactor unitario de ceros,
se hace necesario hacer algunas definiciones formales de éste y otros conceptos relacionados

que usaremos a lo largo de esta tesis.

Definicién 2.6 (Factorizaciones de ceros y tipos de interactores)
Sea A(z) € RHo no singular casi en todas partes (c. e. t. p.) y definase su conjunto de

ceros de FNM (contando multiplicidades) como C. Entonces:

(a) Factorizar un cero en z = ¢ € C con multiplicidad algebraica a. es equivalente a construir
una matriz L(z) no singular c. e. t. p. tal que A(z) = L(2)"1B(2) y B(z) tiene el cero
en z = ¢ con multiplicidad o, — 1. En otras palabras, la matriz L(z) extrae un cero en

zZ =cC.

(b) Si A(z) € RHoo, entonces nos referiremos a la matriz L(z) como el interactor izquierdo
de ceros generalizado (GLI) si y sdlo si L(z) es no singular c. e. t. p. y FM tal que
L(2)A(z) es bipropia, FM y estable. En otras palabras, un GLI extrae todos los ceros
de FNM de A(z).
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c) Si la matriz L(z) es un y ademas es unitario y de ganancia a continua identi-
Si triz L GLI y ademd itars d ) ti idents
dad, esto es L(1) = I, se denomina interactor unitario izquierdo de ceros generalizado
(GLUI). El GLUI asociado a la matriz de transferencia A(z) € RHoo serd denotado

por €a(z).

(d) Si A(z) € RHoo y CP ={c1,ca,...,¢,} CC es un subconjunto de los ceros de FNM de
A(z), entonces nos referiremos a la matriz 521’ (2) como el interactor de ceros unitario
izquierdo (LUI) asociado a CP si y sdlo si es no singular c. e. t. p., FM, unitaria,
tiene ganancia a continua identidad y factoriza en A(z) todos los ceros de CP. En otras

palabras, la matriz 53" (2)A(z) no contiene ninguno de los ceros de FNM en CP.

En lo sucesivo nos interesardn sélo los interactores unitarios (GLUI y LUT) debido a que
tienen la propiedad enunciada en la Definicién A.16(a), fundamental para los desarrollos
posteriores. El lema expuesto a continuacion entrega las condiciones para la existencia del
GLUI y el procedimiento general su construccion. Esta construccién estd basada en los

resultados de [2,12,75] y se puede aplicar, mutatis mutandis, a la construccién de LUL

Lema 2.5 (Interactor unitario izquierdo de ceros)
Sea A(z) € RHs no singular c. e. t. p., entonces €Ea(z) existe si y sdlo si A(z) no tiene
ceros sobre la circunferencia unitaria. Ademds, si C = {c1,¢a,...,cn,} es el conjunto de

ceros de FNM (contando multiplicidades) de A(z), entonces €a(z) se puede construir como

£a(2) = [[ Lno—it1(2) € RHy, (2.4.13)
i=1
donde
(—ze)ll-c) lci] < o0
Lz(Z) _ fz(Z)"hThH + UleH, fz(z) _ (z—ci)(1-¢;) ’ (2.4.14)

z St ¢c; = 00
con m; miembro de una base ortonormal del espacio nulo izquierdo A;(c;), donde

Ai(2) = A(2), (2.4.15)

Ai1(2) = Li(2)Ai(2), i=1,-- ,n.—1, (2.4.16)

y la matriz U; es tal que ["72’ Ui] es unitaria.

Demostracion:

Ver [12].
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(]

Observacién 2.3 (Interactor unitario derecho de ceros)

El Lema 2.5 se puede extender a la idea de interactor unitario derecho de ceros generalizado
(GRUI), en el sentido que la matriz Ea(z) es un GRUI si y sélo si el producto A(z)€a(z) es
bipropio, FM, estable, y €a(z) es unitario y de ganancia a continua identidad. Esta extension
se realiza de manera directa empleando m; en el Lema 2.5 como miembros de una base
ortonormal del espacio nulo derecho de Az(cz) y definiendo los productos apropiadamente
[12, 28].

Se debe destacar que el Lema 2.5 no dice nada respecto de la unicidad del GLUI. De
hecho, en este topico estd una de las contribuciones de esta tesis y, dado que requiere
resultados adicionales, se abordara més adelante en el Capitulo 4.

A fin de clarificar el procedimiento de construccién descrito por el Lema 2.5, a continua-

cion se desarrolla un ejemplo numeérico ilustrativo.

Ejemplo 2.3: Considérese la matriz de transferencia

1 (z—2)
G(z) = o z ) (2.4.17)
2

(z—0.5) 23

Por inspeccidn de la forma de Smith McMillan de G(z) se puede establecer que su conjunto
de polos es P = {0.5,0,0,0,0} y tiene dos ceros finitos en z = 2 y z = 2.5. Esto implica
que gret {G(2)} = 3 y, entonces, G(2) tiene tres ceros en infinito. El conjunto de ceros de
FNM de G(z) puede escribirse como C = {00,00,00,2.5,2}. De este modo, siguiendo el

procedimiento y la notacion descrita en el Lema 2.5 se tiene que:

- G1(z) = G(z) y entonces

Z—00

T
lim G(z)=0 = m:ll 0] , (2.4.18)

Li(2) = . (2.4.19)
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- G(2) = L1(2)G1(2) y entonces

T
1 0
Ly(z) = . (2.4.21)
0 =z

~

- G3(2) = Ly(2)Ga(2) y entonces

A 10 r

0.8(z40.25) —0.4(z —1)
Ls(z) = : (2.4.23)

—04(z—1)  02(z+4)

- G4(z) = L3(2)G3(z) y entonces

) 0.7 0.0224 T
G4(25) = = 774—[—0.967 0.255] : (2.4.24)

2.65 0.0848

—2.2717( — 0.3397)  0.86423(z — 1)

La(z) = (s —2.5) (z —2.5) . (2.4.25)
0.86423(z —1)  0.77171(z — 2.944)
(z —2.5) (z — 2.5)
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- G5(2) = Ly(2)Ga(2) y entonces

) 0.69 0 T
G5(2) = = 5= [—0.971 0.239] : (2.4.26)
281 0
1.8285(z — 0.4531)  0.69652(z — 1)
Ls(z) = (-2 (-2 (2.4.27)
0.69652( — 1) 0.82848(z — 2.207)
(z—2) (z —2)

Finalmente, el GLUI resulta

éo(2) = ][ Li(2) (2.4.28)

=5
4.15112(z + 0.4218) (22 — 11262 + 0.38)  —1.33072(2 — 1)(22 — 0.6743z + 1.56)
_ (z—2)(z — 2.5) (z—2)(z — 2.5)
—2.07562(2 — 1)(22 — 0.43232 + 0.6411)  0.665342 (> + 2.371)(2% — 2.9632 + 2.632)
(z —2)(z — 2.5) (z—2)(z — 2.5)
(2.4.29)

2.5. Lazo de control MIMO

2.5.1. Aspectos basicos

El problema basico de control consiste en hallar un modo técnicamente factible de lograr
que la salida de un proceso se comporte de un modo deseado y pre-establecido. Este objetivo
se puede conseguir mediante la realimentacién de las variables sensadas sobre el proceso a
un mecanismo de decisién (controlador). De este modo, el controlador debe ser capaz de
manipular las entradas a la planta logrando un efecto correctivo sobre las salidas y asi con-
seguir el comportamiento deseado. Una consideracién clave es que el control del proceso
debe ser efectivo incluso bajo perturbaciones externas que puedan alterar las variables de
interés. Una discusién acabada sobre el problema de control y sus interpretaciones puede
ser encontrada en [6].

En el contexto de sistemas lineales, el modo estdndar de dar solucién al problema de
control es considerar la arquitectura de la Fig. 2.1. Dicho esquema de realimentacién consta

de un controlador C(z) que, en base a la comparacién entre la referencia r(t) y la medicién
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Ym (t) (lamada senal de error, e(t)), genera la senal de actuacién u(t) que debe ser aplicada
al proceso. El controlador se disena de modo tal que, en estado estacionario, la senal de
error se lleve a cero y por ende se tenga seguimiento perfecto de la referencia por parte
de la salida y(t). Nétese que esto debe ocurrir a pesar de la existencia de perturbaciones
exdgenas, d;(t) y do(t), y la inevitable presencia de ruido de medicién d, () en la variable
realimentada.

Ademas, se debe considerar que el controlador se disefia en base a un modelo nominal del
proceso, usualmente denotado por G, (2), que es una aproximacién de la dindmica real del
sistema. Esto implica que un buen diseno de control deberia también considerar robustez ante
imperfecciones del modelo G,(z) con respecto al proceso G(z). Respeto a este tépico, un
tratamiento conciso e ilustrativo se puede hallar en [15] y una discusién rigurosa y bastante
més técnica en [14]. En esta tesis, a excepcién del dltimo capitulo, se considerard que el
modelo del proceso es perfecto y, en consecuencia, no es necesario realizar ningun tipo
de consideracion especial respecto a la robustez del lazo. Este enfoque se adopta a fin de
concentrar la atencién de este trabajo en el problema de forzar restricciones estructurales

en el controlador (ver Capitulo 5).

R(z) + E(z) U(z) + + Y(2)
C(2) O G(2) (O
- + +
/\f
Yy (2) N
" D)

Figura 2.1. Lazo de control estandar

En base al diagrama de bloques de la Fig. 2.1, las ecuaciones que rigen la evolucién de

las sefiales de interés son [6]:

(2) Din(2) + So(2)Do(2) + Sio(2)Di(2), (2.5.1)
(2) Dy (2) — So(2)Do(2) — Sio(2)Di(2), (2.5.2)
Dy(2) — Dpp(2)) — Suo(2)Go(2) D (%), (2.5.3)
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donde Y (2) = Z{y(t)}, U(z) = Z{u(t)} y asi sucesivamente, y las funciones

S,(z) = (I +G(2)C(2)) ", (2.5.4)
To(z) =1 — So(2), (2.5.5)
Sio(2) = So(2)G(2), (2.5.6)
Suo(z) = G7L(2)T,(2), (2.5.7)

corresponden a las funciones de sensibilidad del lazo. To(z) se denomina sensibilidad com-
plementaria, So(2) es la sensibilidad, S;o(2) es la sensibilidad de entrada y Suo(2) es la

sensibilidad de control.

2.5.2. Requerimientos sobre el lazo

Los requerimientos sobre un lazo pueden ser muchas y de diversa indole. No obstante,
éstos se pueden clasificar en tres grupos fundamentales: realizabilidad, estabilidad y de-
sempeno. A continuacién se detallan las ideas claves respecto a cada uno.

Realizabilidad

Este requisito dice relacion con la factibilidad de implementacién del controlador. Esto se
puede conseguir si y solo si el controlador puede ser descrito por una matriz de transferencia
propia.
Estabilidad

La estabilidad de un lazo estd garantizada en base al siguiente resultado®.

Lema 2.6 (Estabilidad de un lazo de control)
Un lazo de control como el de la Fig. 2.1 es estable si y solo si las cuatro funciones de sensi-
bilidad Tp(2), So(2), Sio(2), Suo(2) ¥ la matriz de transferencia Syo(2)G(2) son estables.

Demostracion:

Ver [6] y su fe de erratas.
oo

El resultado del Lema 2.6 entrega condiciones para la estabilidad un lazo de control.
Esta condicién requiere analizar la estabilidad de cinco matrices de transferencia, lo cual
en la gran mayoria de los casos puede ser engorroso. Esta dificultad se puede superar por

medio del siguiente lema.

4Debe notarse que en esta tesis no se hace distincién entre los conceptos de estabilidad y estabilidad
interna definidos en [6].
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Lema 2.7 (Estabilidad y condiciones de interpolacién)

Sea G(z) € C™ ™ en el esquema de control de la Fig. 2.1. Definase la factorizacion co-
prima derecha (izquierda) en RHo de G(z) como G(z) = Np(2)Dp '(z2) (G(z) =
Dr '(2)N1(2)) y

C= {01702,...707%}, (258)
P: {plaan"'7pnp}7 (25.9)

como el conjunto de ceros de FNM y polos inestables de G(z), respectivamente. Si la multi-
plicidad algebraica del cero de FNM en z = ¢; (polo inestable en z = p;) se denota por a,
(ap, ), entonces el lazo de control es estable si y sélo si una de las funciones de sensibilidad

es estable y se cumple

nr' (€,()Te(2))| _, =0,  Vi=12..n,Vj=01... 0a,-1 (2.5.10)
(To(z)égi(z)) ppi =€ (p)ppi,  Vi=1,2...n,¥j=0,1,...,qp 1

2=Pi
(2.5.11)

donde my; es la direccion izquierda asociada al cero FNM en z = ¢;, pwp; es la direccion
derecha asociada al polo en z = p; y las matrices th(z) (f{)i (2)) son tales que factorizan j
ceros de FNM en z = ¢; (z = p;) por la izquierda (derecha) de Np(z) (Dr(z)), es decir la

matriz

&, (z)Np(=), (2.5.12)
tiene un cero de FNM en z = c¢; con multiplicidad algebraica o, — 7 y

Dy(2)€]),.(2), (2.5.13)
tiene un cero de FNM en z = p; con multiplicidad algebraica oy, — j.

Demostracion:
Ver [18].
00O

Las condiciones (2.5.10) y (2.5.11) que debe satisfacer la funcién de sensibilidad comple-
mentaria son conocidas en la literatura como condiciones de interpolacion y son la extension
al caso MIMO de las conocidas condiciones del control SISO que aseguran que no haya can-
celaciones inestables entre planta y controlador [6,18]. El resultado del Lema 2.7 es muy til

ya que permite analizar la estabilidad de un lazo por la sola inspeccién de la sensibilidad
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complementaria. Nétese que se pueden obtener condiciones de interpolacién similares sobre
las demds funciones de sensibilidad a partir de (2.5.10),(2.5.11) y las definiciones (2.5.4)-
(2.5.7). Esto en definitiva implica que para analizar la estabilidad de un lazo basta con
examinar la estabilidad de una funcién de sensibilidad y sus correspondientes condiciones
de interpolacion.

A continuacién se define un concepto que serd empleado en lo sucesivo en este trabajo y

comprende los dos requisitos basicos sobre el lazo ya vistos: realizabilidad y estabilidad.

Definicién 2.7 (Lazo admisible)

Se definen los siguientes conceptos:

(a) Lazo de control admisible: corresponde a un lazo de control estable y con controlador

propio.

(b) Funcidén de sensibilidad admisible: corresponde a alguna de las funciones de sensibilidad

asociadas a un lazo admisible.

(¢) Controlador admisible: corresponde a un controlador que genera un lazo admisible.

Desempeiio

Los requisitos de desempeno sobre un lazo de control corresponden en definitiva a los
factores condicionan el diseno y sintesis de un determinado controlador. En lineas generales,

los requisitos de desempeno mas comunes son los que se explican a continuaciéon:
(a) Seguimiento.

Es deseable que en lazo de control la salida sea lo més similar posible a la senal de
referencia. Por inspeccién de la ecuacién (2.5.1), se puede notar que T, (2) es la matriz
de transferencia que describe la dindmica entre r(¢) e y(t). Esto significa que para tener
buen seguimiento idealmente se requiere que T, (e/*) = I en la banda de frecuencias en

donde la r(t) tiene energfa significativa.

Es importante recalcar que para efectos de esta tesis, este requerimiento de desempeno
es particularmente importante, ya que constituye el tema medular del Capitulo 6, el

cual contiene una de las principales contribuciones de este trabajo.

(b) Compensacién de perturbaciones.

A partir de (2.5.1) se puede notar que el efecto de d;(t) y do(t) en la salida estd determi-
nado por la dindmica de S;6(2) y So(2), respectivamente. Luego, para que se tenga una
buena compensacién de perturbaciones idealmente es necesario que |So(ej‘”)| =0enla
banda de frecuencias donde la energia de las perturbaciones es significativa. Nétese que
usando (2.5.5) esta condicién es equivalente a requerir que |T,(e’“)| = I en la banda

de frecuencias de interés.
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(¢) Inmunidad al ruido de medicién.

De acuerdo a (2.5.1) y por argumentos similares a los ya usados, se concluye que para que
el ruido tenga un efecto despreciable en la salida del proceso, es necesario que ’To(ej‘”)|

sea pequena en la banda de frecuencias donde el ruido es importante.

Los requisitos dados en los puntos (a) y (b) anteriores son ideales. En efecto, considerando
que tanto la senal de referencia como las perturbaciones son usualmente de baja frecuencia,
dichos requisitos son relajados al nivel de exigir que el ancho de banda de T,(e’“) sea
mayor que el de la senal de referencia y perturbaciones. En forma similar, para el caso del
punto (c), como normalmente el ruido de sensor es de alta frecuencia, se requerird que el
ancho de banda de T, (e’*) sea menor a aquella frecuencia en donde el ruido comienza a ser
importante.

Las consideraciones anteriores indican que se hace necesaria una manera de cuantificar de
manera precisa la cantidad T, (e/*). Esta nocién es muy clara en el caso SISO y corresponde a
la conocida idea de respuesta en frecuencia [76]. Para el caso de sistemas MIMO la extensién
es directa y se hace uso de la nocién de valores singulares. Una discusion acabada sobre este
topico estd fuera del objetivo de esta tesis, por lo que se sugiere al lector interesado consultar
las referencias [6,7,14,15].

Existen requisitos de desempeno adicionales a los mencionados. Entre ellos destacan:
velocidad de transiente [6], limitaciones fundamentales [6,18] y consideraciones de robustez
del diseno (7,14, 15].

2.6. Estructuras de control MIMO

La idea de estructura de control en un lazo MIMO puede ser entendida de diferentes
maneras, por lo que se hace necesario definir con claridad qué se entiende por dicho término
en esta tesis.

En la literatura técnica existente a la fecha, la idea de estructura de controladores o de
controladores con estructura restringida se puede entender como restricciones en términos
de complejidad [77-80], patrones de comunicacién [81-83] o las denominadas restricciones
tipo ralas (sparse) [28,34,48-62,84,85].

En esta tesis el problema de restriccién estructural en el controlador se enfoca como
restriccién de tipo rala, por lo que en adelante el término estructura se enten-
dera dnicamente como estructura rala. A continuacién se entrega la definicién formal

de este concepto.

Definicién 2.8 (Restricciones de estructura)
Un matriz de transferencia A(z) € C"™*™ se dird de estructura restringida si y sdlo si
algunos de sus elementos estdn restringidos a ser idénticamente nulos, esto es, A;;(z) =0

para algunos pares especificos (i,j). El conjunto de todas las matrices con una estructura
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restringida dada serd demominado conjunto de restriccién estructural (CRE). Ademds, si
S es un CRE, entonces para referirnos a la restriccion estructural de los elementos en S

usaremos el término estructura de S .

Tres CRE comunes en el disenio y andlisis de sistemas de control son la estructura diagonal

por bloques, rala simple y triangular, definidas respectivamente por

np
Sa= {X(Z) c Ccnxn . X(Z) = diag{Xi(z)}i:L... s X@(Z) € Crixmi an _ n} 7
i=1

(2.6.1)
S ={X(2) e CV": X(2) = [X(2)]a + Xpe(2)Le, k # 6,1 <k <n,1<{<n}, (26.2)
S ={X(2) e C"™": X;;(2) =0Vj >i,j <n,1<i<n}, (2.6.3)

, donde la matriz 1ge tiene todos sus elementos nulos, salvo el elemento (k,1), en el cual
tiene un uno. Tal y como se desarrollard en profundidad en el Capitulo 5, es importante
destacar que estos CRE son comunes no sélo como estructuras de control, sino que también
aparecen en forma natural en plantas que son inherentemente estructuradas [61]. Ademas,
merece la pena mencionar en este punto que los esfuerzos de investigacion hacia el control
con estructura restringida han estado abocados principalmente al control descentralizado,
es decir, al CRE §; con n; =1, Vi =1,2,...,ny [48-60].

La estructura que posee un determinado controlador tiene directa relaciéon con qué medi-
ciones se emplean para generar cada senal de actuacion. A modo de ejemplo, un lazo para
una planta 2 x 2 con controlador triangular puede ser representado esquematicamente por el
diagrama de bloques de la Fig. 2.2. En ella se puede notar que la sefial de actuacion wu; (t) es
generada sélo con informacién de la salida y; (¢), mientras que la generacién us(t) incorpora

informacién relativa a ambos canales de salida (y1(t) e ya(?)).

L Yl(z)

|:|—¢ * | HYQ(Z)

Figura 2.2. Diagrama de bloques de un lazo MIMO con controlador triangular.
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2.7. Conclusiones

En este capitulo se han definido los elementos y conceptos claves relativos a sistemas
lineales que seran usados a lo largo de este trabajo de tesis. Para el caso de sistemas MIMO,
los rasgos dindmicos importantes (polos, ceros y retardos) tienen asociado un vector de
direccién, hecho que es distintivo de este tipo de sistemas y ciertamente complica su estudio
y andlisis.

Los resultados originales de esta tesis descansan basicamente en dos herramientas fun-
damentales: las factorizaciones de ceros de una matriz de transferencia y la descomposicion
ortogonal del espacio RL,. Para la primera, en base a resultados previos se presenta un algo-
ritmo explicito para la construccion del denominado interactor unitario de ceros generalizado
(GLUI). Por otro lado, una matriz de transferencia puede ser asociada a un elemento del es-
pacio de funciones RL>. Como este espacio es Hilbert, entonces toda matriz de transferencia
admite una descomposicién ortogonal en RL,.

Los aspectos bésicos de un lazo de control MIMO realimentado se exponen de manera
concisa. Un elemento clave en este tema son las condiciones que garantizan tanto la estabili-
dad y realizabilidad del lazo como el cumplimiento de requerimientos tipicos en desempeno.
Finalmente, se introduce la idea de control con estructura restringida y se definen aquellas

estructuras que seran de interés en este trabajo de tesis.



Capitulo 3

PARAMETRIZACION DE
CONTROLADORES

3.1. Introducciéon

Este capitulo trata sobre parametrizaciones tutiles para describir lazos de control admi-
sibles. Este tipo de caracterizaciones son empleadas tanto para el disefio [6-9] como para
la obtencién de propiedades de un lazo de control [10-13] que involucren la resolucién de
problemas de optimizacion.

La conocida parametrizacién de Youla [4-6,14,70] provee una caracterizacién muy util
de los controladores admisibles para una determinada planta. La principal ventaja de esta
formulacion es que entrega expresiones para las funciones de sensibilidad del lazo que son
afines en un pardmetro, lo cual es especialmente ventajoso para resolver problemas de opti-
mizacién cuadriticos que involucren a dichas funciones [6,8]. La caracterizacién que entrega
la parametrizacién de Youla es muy simple de manipular si la planta es estable. Para el caso
inestable, por el contrario, la situaciéon se complica debido a que la formulacién requiere el
conocimiento a priori de un controlador admisible y las expresiones para las funciones de
sensibilidad se vuelven poco manejables.

En este capitulo se plantea una versién alternativa de la parametrizacién de Youla basa-
da en los resultados de [17]. Esta formulacién es afin y permite expresar las funciones de
sensibilidad de una manera conveniente incluso para el caso en que la planta es inestable. La
utilidad de esta parametrizacion ha sido validada con la aparicién de resultados interesantes
relativos a limites de desempenio que descansan fuertemente en su uso [13].

En el caso inestable, el hecho de conocer un controlador admisible en forma previa es
reemplazado por la necesidad de disponer a priori de una funcién de sensibilidad admisible.
En este tépico se enmarca la principal contribucién de este capitulo, a saber: se entrega la
forma explicita de una funcién de sensibilidad admisible para una clase amplia de sistemas
lineales MIMO. Esta sensibilidad admisible se define gracias a la idea de esencialidad y puede

ser obtenida por simple inspeccién de ciertos rasgos dinamicos sin necesidad de recurrir a

33
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ningin procedimiento de disefio. Esta caracteristica la convierte en una eleccién inmediata
para ser empleada como sensibilidad admisible en la parametrizacién alternativa de Youla.

Los resultados de este capitulo estdn basados en [1].

3.2. Parametrizacion clasica

Esta seccion describe la parametrizacién de Youla de todos los controladores admisibles.
La exposicién estd basada en [6], pero el desarrollo original se encuentra reportado en [4,5].
La version en variables de estado de este importante resultado se encuentra tratada de
manera rigurosa en [14].

El siguiente lema entrega la caracterizacién general de todos los controladores propios

que estabilizan a una planta en un lazo como el de la Fig. 2.1.

Lema 3.1 (Parametrizacién clasica de Youla)
Sea G(z) € RLy propia y no singular c. e. t. p. con factorizaciones coprimas en RH

derecha e izquierda dadas respectivamente por

G(z) = Np(z)Dp (2, (3.2.1)
= D; '(2)Ny(2). (3.2.2)

Sea ademds Cg(z) un controlador admisible para G(z) con factorizaciones coprimas en

RH~ izquierda y derecha dadas por

CS(Z) = CND(Z)CDD_l(Z), (323)
= CDI_l(z)CNI(Z). (3.2.4)

FEntonces:

(a) Todos los controladores admisibles se pueden escribir como

C(z) = (Cnp(2) + Dp(2)Q(2)) (Cpp(2) — Np(2)Q(2)) ™", (3.2.5)
= (Cp1(2) — Q(2)N1(2)) "' (Cn1(2) + Q(2)D1(2)), (3.2.6)

donde Q(z) € RHoo y se denomina pardmetro de Youla.

(b) Las funciones de sensibilidad admisibles asociadas son afines en Q(z) y pueden ser

expresadas como

So(2) = (Cpp(2) — Np(2)Q(2)) D1(2). (3:2.7)
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Demostracién:
La demostracién de este resultado puede encontrarse en [6]
ooo

Si la planta es estable, la complejidad de la parametrizacién clasica dada en el Lema 3.1
se reduce considerablemente [6]. En efecto, si G(z) € RHo, entonces de acuerdo al Lema

2.4, la factorizacién coprima en RHo, para G(z) es

D;(z)=Dp(z) =1, (3.2.8)
Ni(z) = Np(2) = G(2). (3.2.9)

Ademsds, si la planta es estable, siempre se puede elegir Cs(z) = 0 como controlador admi-

sible y entonces una factorizacién coprima en RH, para el controlador es

CDI(Z) = CDD(Z)
CNI(Z) = CND(Z)

I, (3.2.10)
0. (3.2.11)

Reemplazando (3.2.8)-(3.2.11) en (3.2.5) y (3.2.6) del Lema 3.1 resulta que todos los con-

troladores admisibles pueden ser escritos como

C(z) =Q(2) (I - G(:)Q(2) " (3.2.12)
= (I -Q(2)G(2) ' Q(2), (3.2.13)

con Q(z) € RHoo. Del mismo modo, usando (3.2.7) todas las funciones de sensibilidad

admisibles se pueden parametrizar como
So(z) =1 —-G(2)Q(2). (3.2.14)

La expresion (3.2.14) para la funcién de sensibilidad del lazo es muy compacta y serd em-
pleada extensivamente en los Capitulos 5 y 6 para derivar resultados fundamentales de este
trabajo.

No obstante lo anterior, existen dos aspectos que motivan la busqueda de una forma mas

simple de parametrizar la funcién de sensibilidad de un lazo admisible, a saber:

(a) Como se ha visto en el desarrollo previo, la parametrizacién de todas las funciones de
sensibilidad del lazo es simple sélo en el caso en que la planta es estable, ya que de lo
contrario se debe recurrir a (3.2.7). En dicha expresidn, si la planta es de orden p, en
general el producto Cpp(z)Dy(z) es de orden 2p [6], lo cual agrega una dificultad no

menor a las manipulaciones necesarias para resolver ciertos problemas de optimizacion.

(b) Sila planta es inestable, entonces la parametrizacién del Lema 3.1 requiere de la disponi-
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bilidad de algin controlador admisible para G(z). Para ciertas plantas, este disefio inicial
puede ser complicado por si mismo y, por ende, se pierde la ventaja de disponer de una

parametrizacion de todos los controladores admisibles.

En la seccién siguiente se da solucién al punto (a) recién mencionado mediante la for-
mulacién de la denominada parametrizacion alternativa de Youla. Por otra parte, el punto
(b) es atacado en la seccién subsiguiente mediante el computo explicito de la denominada

funcién de sensibilidad complementaria esencial.

3.3. Parametrizacion alternativa

La parametrizacién alternativa de Youla [17] se presenta en el siguiente lema.

Lema 3.2 (Parametrizacién alternativa de Youla)
Sea G(z) € RLy propia, no singular c. e. t. p., sin ceros sobre la circunferencia unitaria y

con factorizaciones coprimas en RHo, derecha e izquierda dadas respectivamente por

G(z) = Np(2)Dp '(2), (3.3.1)
= D; '(2)Ny(2). (3.3.2)

Si Soo(z) una funcion de sensibilidad admisible para G(z), entonces:

(a) So(z) es una funcion de sensibilidad admisible si y sdlo si puede ser escrita como
So(2) = Soo(2) — &' (2) X (2)& ' (2), (3.3.3)

donde &:(z) es el GLUI de Np(z), &€p(z) es el GRUI de Dy(z) y X (z) € RHo.

Similarmente, To(z) es una funcion de sensibilidad complementaria admisible si y sdlo

si puede ser escrita como
To(2) = Too(2) + € H(2) X (2)€ 1 (2), (3.3.4)
donde Too(z) = I — Spo(2).
(b) Todos los controladores admisibles para G(z) pueden expresados como

C(2) = G7(2) ((Soo(2) — €7 ()X ()61 (2)) "~ 1). (3.3.5)

(c) Un lazo con funcion de sensibilidad dada por (3.3.3) provee sequimiento perfecto de

referencias constantes si y solo si existe X(z) € RHo tal que

z—1
z

X(1) = Soo(2) & X(2) = "= X (2) + SoolL). (3.3.6)
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Demostracion

(a)

De acuerdo al Lema 2.6, un lazo como el de la Fig. 2.1 es estable si y s6lo si las matrices de
transferencia So(2), To(2), Sio(2) = So(2)G(2), Suo(2) = G 1(2)To(2) ¥ Suo(2)G(2)

son estables. Usando (3.3.3) y luego de algunas manipulaciones algebraicas resulta

9]
e
o
w
S~—
Il

G (2)Too(2) + (€c(2)G(2) " X ()& " (2), (
Sio(2) = So0(2)G(2) — &c ()X (2) (D1(2)€p(2) " Ni(2), 3.
)

G (2)To0(2)G(2) + (£c(2)G(2)) ™ X (2) (D1(2)€p(2)) " Ni(2).
(3.3.9)

/\
N
~—
Q
=
N
~—
I

Las definiciones de £.(z) y §p (%) implican que las matrices (£(2)G(2) 'y (DI(Z)fp(z))*1
son ambas estables. Esto, junto con el hecho que So0(2) v Too(2) son admisibles, y
X (z) € RHo, implican que las cinco matrices de transferencia en cuestién son esta-
bles.

Por otro lado, se puede notar que gre; {To(2)} > gret {G(2)} y que como G(z) es propia
entonces se cumple lim, _, o, Sp(2) = I. Luego, de acuerdo a [6] el controlador que genera
a So(z) es propio y entonces So(z) es admisible (ver [17] para una versién acabada de

la demostracién).

Por definicién So(z) = (I + G(2)C(2)) ™", luego con el uso de (3.3.3) se despeja C(z)

en forma directa y el resultado procede.

De acuerdo a lo visto en la Seccién (2.5) y lo expuesto en [6], un lazo tiene seguimiento
perfecto de referencias constantes si y sélo si S5(1) = 0. Tanto &.(z) como &,(z) tienen
ganancia a continua identidad, por lo que esto se consigue si X (1) = Sy6(1) con X (z) €
RHeso- Por inspeccién del lado derecho de (3.3.6) se puede ver que X (z) € RHy &
X (2) € RHoo, con lo cual se obtiene el resultado (3.3.6).

(]

La parametrizacion alternativa de Youla provee una manera compacta de expresar la

funcién de sensibilidad de un lazo admisible en términos de un pardmetro libre X (z) €

R'Ho- Respecto a este resultado, a continuacién se exponen algunos comentarios pertinentes.

(a)

La parametrizacién alternativa provee, en general, expresiones més simples (menor or-
den) que la versién cldsica dada en el Lema 3.1. Ademds, posee la ventaja de incluir
explicitamente los factores €.(z) y €p(2), que contienen la estructura de ceros de FNM y
polos inestables de la planta. Esto enfatiza el hecho que Tp(2) y So(z) deben satisfacer
las condiciones de interpolacion del Lema 2.7, es decir, si el lazo es admisible, entonces
T,(z) debe tener como ceros a todos los ceros de FNM de G(z) y So(z) debe tener
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como ceros a todos los polos inestables de G(z) (en ambos casos con las direcciones

apropiadas). Mas informacién respecto a este punto se puede encontrar en [6].

(b) Al igual que en la versién clésica, la parametrizacién alternativa es particularmente
simple si la planta es estable. En efecto, si G(z) € RHoo, entonces siempre se puede

escoger Soo(2) = I 0 The(2z) = 0 y las expresiones se simplifican considerablemente.

(¢) La formulacién de la parametrizacion del Lema 3.2 descansa fuertemente en la cons-
truccion de interactores de ceros. En esta tesis se ha planteado esta parametrizacién
en términos de interactores unitarios (GLUI o GRUI), no obstante, esto no es requisito
para que la parametrizacién esté bien definida (ver [17]). Se ha preferido este enfoque
bésicamente por dos motivos: (a) los interactores unitarios proveen ventajas analiticas
considerables y, (b) los algoritmos para la construccién de otros tipos de interactores [19]

son considerablemente mas engorrosos que el del Lema 2.5 en la pag. 22.

(d) A diferencia de la parametrizacion cldsica, esta versién se enfoca en parametrizar di-
rectamente la funcién de sensibilidad admisible. Luego, para el caso en que G(z) es
inestable, el problema de disponer a priori de un controlador admisible Cs(z) en la
parametrizacion clasica, se traduce ahora en disponer previamente de una funcién de
sensibilidad admisible Sy (2) 0 Too(z). Esto implica que la formulacién alternativa de la
parametrizacién no soluciona el problema de tener que realizar previamente un diseno,

sino que sélo traslada el origen de éste.

El dltimo comentario expuesto es de especial importancia para nuestros propésitos. En
efecto, como se mostrara en la seccién siguiente, la inclusién de las condiciones para que el
lazo sea admisible es mucho mas simple de realizar sobre una funcién de sensibilidad que
sobre un controlador. El concepto de esencialidad se aprovechara para obtener una forma

general para una funcién de sensibilidad admisible.

3.4. Funcidn de sensibilidad esencial

3.4.1. Motivacion e idea de esencialidad

En base al andlisis de la seccion anterior resulta natural plantear la interrogante: si para
parametrizar cualquier sensibilidad admisible requerimos de alguna previamente conocida,
entonces scudl es la funcion de sensibilidad que posee los Tasgos minimos necesarios para
garantizar un lazo estable y con controlador propio? La respuesta a esta pregunta pasa
inevitablemente por identificar qué rasgos minimos debe tener la funcién de sensibilidad
buscada. La siguiente definicién comprende esta idea y constituye la base para el desarrollo

posterior.
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Definicién 3.1 (Funcién de sensibilidad esencial) Una funcidn de sensibilidad F(z)

se dice esencial si satisface:
(a) F(z2) es admisible.

(b) F(z) puede ser elegida en base a ciertos rasgos de la planta y sin utilizar ningin proce-

dimiento de diserio.

A partir de esta definicién, es claro que para una planta dada debe existir una funcién de
sensibilidad esencial correspondiente que captura las caracteristicas estrictamente necesarias
para asegurar su admisibilidad. Sin embargo, hay que recalcar que la definicién entregada es
bastante general y que dicha sensibilidad esencial no es tnica (esto dependerd basicamente
del modo en como ésta se construya). Ademds, la idea de esencialidad puede aplicarse a
cualquiera de las funciones de sensibilidad definidas en (2.5.4)-(2.5.7), lo cual relaja atin
mas la definicién.

El resultado principal de este capitulo es una forma explicita para la funcién de sensibili-
dad complementaria esencial asociada a un sistema MIMO. Por motivos de claridad y dado
que en el caso MIMO los aspectos técnicos pueden oscurecer la naturaleza de los resultados,

en primer lugar se expone el caso escalar.

3.4.2. Caso SISO

Lema 3.3 (Sensibilidad complementaria esencial, caso SISO)

Sea G(z) € RLy propia sin ceros en |z| = 1. Dendtese el conjunto de np, polos inesta-
bles de G(z) como {p1,p2,....,Npu} Y tales que p; # p;, Vi # j, es decir, G(z) no tiene
polos inestables repetidos. Entonces G(z) tiene una funcidn de sensibilidad complementaria

esencial dada por

Toe(2) = &1(2) {5c(p1) + Z Bi(2) (€e(pi) — Sc(pl))} ; (34.1)

donde £.(z) es un GLUI de G(z) y B;i(z) se define como

T z—ne 1 —pipe
Bi(z) = ( - ) ( ) . (3.4.2)
H_ L—2pe) \ pi—pe

LF#1

Demostracion:

La demostracién procede por partes. En primer lugar, de acuerdo al Lema 2.7 la estabi-
lidad del lazo estd garantizada si y s6lo si T,.(z) es estable y se satisfacen las condiciones de

interpolacién. A partir de la definicién de GLUI en la pag. 21 se tiene que £ 1(2) es estable.
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Esto, junto con la estabilidad de B;(z), implica que T,.(z) es estable. El factor B;(z) cumple
Bi(p;) = 0(i — j), (3.4.3)

donde §(t) denota al delta de Kronecker [6]. Luego, si p; es el j-ésimo polo inestable de G(z)

resulta

Toe(py) = & ' (py) {Ec(pl) + Z Bi(py) (§c(pi) — fc(pl))} (3.4.4)
=& (py) {&c(p1) + (&e(py) — Ec(p1))} (3.4.5)
=1, (3.4.6)

con lo cual se cumple la condicién de interpolacién de polos (2.5.11). La condicién de inter-
polacién de ceros se cumple en forma trivial ya que como B;(z) es estable y propio, y £.1(2)
tiene los mismos ceros de FNM que G(z), entonces todo cero de FNM de G(z) también es
cero de Tye(2).

Por otro lado, la realizabilidad del lazo resultante esta garantizada ya que g¢; {f ot (z)} =
gret {G(2)}, 1o cual implica que gre; {Toe(2)} = gret {G(2)} v por ende el controlador asociado
es bipropio [6].

(]

El resultado recién expuesto permite asociar a cada planta G(z) una funcién de sen-
sibilidad complementaria admisible que puede ser elegida sin necesidad de recurrir a un
procedimiento de disefio. Un hecho importante es que la funcién de sensibilidad T, (z) dada
en el Lema 3.3 no es unica ya que depende del ordenamiento dado al conjunto de polos
inestables de G(z). En particular, de acuerdo a (3.4.1), Tp.(2) depende fuertemente de el
polo que sea designado como p;. A continuacién se presenta un corolario interesante que se
deriva del Lema 3.3.

Corolario 3.1 (Propiedad de la sensibilidad complementaria esencial SISO)
La funcion de sensibilidad complementaria esencial dada en el Lema 3.3 es generada por un

controlador de minimo orden que cancela todo polo estable y cero de FNM de G(z).

Demostracion:

Sea nps, New Y Nes €] nimero de polos estables, ceros de FNM finitos y ceros de FM de
G(z), respectivamente. Sea ademds T, (z) la funcién de sensibilidad complementaria generada
por un controlador que cancela todos los polos estables y ceros FM de G(z). De acuerdo a [6],
para poder asignar los polos del lazo cerrado de manera arbitraria, el minimo orden para

polinomio caracteristico del lazo es 2(nps + npy,) — 1. Luego, considerando las cancelaciones
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existentes entre planta y controlador, el orden de T,(z) resulta

gr{den{T,(2)}} = 2(nps + npu) = 1 — Nps — Nes (3.4.7)
= 2Npy + Nps — Nes — 1 (3.4.8)

Por otra parte, el orden de la funcién de sensibilidad esencial dada en el Lema 3.3 es

gri{den{Toe(2)}} = grea {G(2)} + ney + Npu — 1 (3.4.9)
= 2Npy + Nps — Nes — 1 (3.4.10)
= gr{den{Toe(2)}} = gr{den{T,(2)}} (3.4.11)

Esto implica que los n,s+n.s polos de lazo cerrado faltantes en T, (z) pertenecen al conjunto
de polos y ceros cancelados de G(z) y, como T,.(z) es admisible, son iguales al conjunto de
polos estables y ceros de FNM de G(z).

oom

Para ilustrar las ideas presentadas hasta este punto, se presenta un ejemplo donde se
computa en forma explicita la funcién de sensibilidad complementaria esencial para un
sistema SISO.

Ejemplo 3.1: Considérese un sistema SISO descrito por su funcion de transferencia

(z—0.6)(2—3)

G = om0t —08)

(3.4.12)

Ademds de un cero en infinito, G(2) tiene un cero de FNM en z = 3 y dos polos inestables

enp1 = 1.5 y ps = 2 (ndtese que esta asignacion es arbitraria). El GLUI de G(z) es

z(1 - 3z2)
P = - .4.1
e = 2022 (3.4.13)
FEl factor Ba(z) se puede calcular directamente de (3.4.2) como
_ 4(z—15)
B2 -_— 7m. (304'14)

De acuerdo a (3.4.1) la funcion de sensibilidad complementaria esencial resulta entonces

| 6.94(z — 1.36)(z — 3)

Toel('z): Z(Z—I/B)(z_2/3) .

(3.4.15)

Por otro lado, usando (3.4.1) con la asignacion p1 = 2 y p2 = 1.5 se obtiene otra funcion
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de sensibilidad complementaria esencial

| 7.67(2— 1.35)(z — 3)
2(z—1/3)(z —0.5) °

Toea(2) = (3.4.16)

Se puede verificar que grei {Toe1(2)} = Gret {Toe2(2)} = gret {G(2)}, Toe1(1.5) = Toe1(2) =1,
Toe2(1.5) = Toe2(2) = 1 y ambas tienen un cero en z = 3, por lo cual son admisibles. Ademds,

la cancelacion del polo estable y el cero de FM por parte del controlador se verifica ya que
Toel(0;6> 7é 07 TO€1(0)8> 7é 17 T062(0)6> 7& 0 Y Toe2(078) 7é 1. u

3.4.3. Caso MIMO

Lema 3.4 (Sensibilidad complementaria esencial, caso MIMO)

Sea G(z) € RLy propia, no singular c. e. t. p y sin ceros en |z| = 1. Dendtese el conjunto
de Ny, ceros de FNM (contando multiplicidades) de G(z) como {c1,¢a, ..., ¢n,, } y el deny,
polos inestables (contando multiplicidades) de G(z) como {p1,p2,...,Pn,, }, con direcciones
derechas definidas como {ul,u%...,unw}. Supdngase que c¢; # pj, Vi, Vi y que p; #
p;j, Vi # j. Si se define T';(M) como

(M) = Mp;p;" + UU", (3.4.17)

donde U; es tal que la matriz {Hi Ui:l es unitaria, entonces G(z) tiene una funcidn de

sensibilidad complementaria esencial dada por

Toe(z) = &' (2) {I‘l(&c(m)) + iBz(Z)I‘z(Xz)} ) (3.4.18)

=2

donde €.(z) es el GLUI de G(z) (es decir, GLUI de Np(z), con G(z) = Np(z)Dp '(z)

una factorizacion coprima en RHs para G(z)),

X; = fc(pi) -I (gc(pl)) ) (3419)

y el escalar B;(z) se define como

Bi(z) = T <Z_pe><l_pim>. (3.4.20)

1 —2zpg Di — De

S e

4
p;
4

WOk

4
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Demostracion:

La demostracién procede, mutatis mutandis, como en el caso SISO. La estabilidad de
Toe(z) y la realizabilidad del lazo estédn garantizadas por lo mismos argumentos empleados
en el caso escalar, no obstante, el cumplimiento de condiciones de interpolacién merecen un
tratamiento mas detallado. Por las suposiciones del enunciado se tiene que p; # p;, Vi # j.
De acuerdo al Lema 2.7 en la pdg. 28 esto implica que la condicién de interpolacién de polos

se reduce a verificar que

Toec(pi)ts =ty Vi=12,... npu (3.4.21)

De este modo, sea p; el j-ésimo polo inestable de G(z), entonces con la propiedad en (3.4.3)
de B;(z) y notando que I';(M) satisface

L; (M) pi = Mps, (3.4.22)
se tiene que
Toe(pj s = €' (p)) {1“1 (€e(p1)) + i B;(pj)T; (X,-)} 1 (3.4.23)
=& (pj) {T1 (€e(p1)) + T (X)) 1 (3.4.24)
=& (p){T1 (&e(pr)) + X5} 1. (3.4.25)

Reemplazando (3.4.19) en la ultima expresién, se puede notar que la condicién de interpo-

lacién de polos (2.5.11) se satisface como

Toe(pj)ﬂ'j = €c_1(pj) {Fl (gc(pl)) + €c(pj) -Iy (ﬁc(pﬁ)} Hj (3~4-26)
= ;. (3.4.27)

Por otro lado, como &, *(z) posee los mismos ceros de FNM (ubicacién y direccién) que
G(2) y Bi(z) es estable y propio, entonces de acuerdo a (3.4.18) Tpe(2) tiene los mismos
ceros de FNM que G(z) (y con la misma direccién), con lo cual la condicién de interpolacién

de ceros (2.5.10) se satisface en forma trivial.
ooa

El siguiente ejemplo ilustra la aplicacién del Lema 3.4 para un sistema MIMO simple.
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Ejemplo 3.2: Considérese un sistema MIMO descrito por la matriz de transferencia

z—2 1

G(Z) — Z(Z - 1.5) z —11.5 . (3428)

z—3

G(2) tiene dos ceros de FNM en infinito, otro finito y dos polos inestables:

- T
=00, Mm=|1 0} ; (3.4.29)
- T
co =00, M1 =10 1} , (3.4.30)
- T
c3 =2, M3 = |0.447 0.894} , (3.4.31)
- T
pr=15 p1= {—1 0} : (3.4.32)
T
p2 =3, p2= [0 1} ; (3.4.33)

en donde se ha usado la notacion del enunciado del Lema 3.4. Usando el algoritmo descrito
en el Lema 2.5 el GLUI de G(z) resulta

0,4z(z — 3.5) —-1.2z(z - 1)
_ z—2 z—2
€)= | 15.:21) —142(2—0286) | ° (34.34)
z—2 z—2

De este modo, de acuerdo a (3.4.18) la funcidén de sensibilidad complementaria esencial para

G(2) es

1.69(z — 0.993)(z — 0.0398)  3.13(z — 3)(z — 1.45)
z—0.5)(z —2/3)

2(z—0.9)(z —2/3 z
Toe(2) = _2.7(3(2 _ 1.)5()(2 —/O.;Sl) 10.38Ez —1.613)(z — 1.784) (34.35)
z(z —0.5)(z — 2/3) z(z—0.5)(z — 2/3)
|

Es importante destacar que Tpe(z) depende sélo de los ceros de FNM y polos inestables
de la planta, por lo que puede ser calculada en forma explicita sin recurrir a ningin pro-
cedimiento de diseno. Esto indica que la sensibilidad complementaria esencial del Lema 3.4
captura lo estrictamente necesario para generar un lazo admisible y es apropiada para ser

empleada como sensibilidad admisible en la parametrizacién alternativa de Youla (3.3.4).
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Ademas, debe notarse que, al igual que en el caso SISO, la forma de la sensibilidad

complementaria esencial en el Lema 3.4 presenta algunas elecciones arbitrarias, a saber:

(a) El ordenamiento del conjunto de polos inestables de la planta influye en Tpe(2) depen-

diendo de cudl polo sea elegido como p.

(b) En la formulacién del Lema 3.4 se han usado interactores unitarios de ceros para la
construccién de Tpe(2). La unitariedad de los interactores no es estrictamente necesaria
(ver [1})7 pero en este escrito se han usado interactores con esa propiedad tanto por
las ventajas analiticas que proveen, como por la disponibilidad de algoritmos simples
para su construccién. La eleccién de interactores unitarios ciertamente fija los polos de
Toe(z) de manera arbitraria y los ubica en los reflejos estables de los ceros de FNM y

polos inestables de la planta.

Mas alla de la importancia conceptual de la sensibilidad complementaria esencial, su
uso en conjunto con la parametrizacion alternativa de Youla del Lema 3.2 puede proveer
herramientas analiticas potentes para resolver de manera explicita ciertos problemas de
optimizacién cuadratica que surgen en distintas areas de la teoria del control. En la seccién

siguiente se da un ejemplo detallado con respecto a este punto.

3.5. Ejemplo

Como ya se ha visto, la sensibilidad complementaria esencial es una buena candidata
para ser elegida como sensibilidad admisible Sp0(2) = I — Tpe(2) en la parametrizacion
alternativa de Youla (3.3.3). De este modo, a fin de ilustrar las ventajas de tener una
expresion explicita para Soo(z) que depende sélo de ciertos rasgos dindmicos de la planta
(polos inestables y ceros de FNM) y es independiente de algin procedimiento de diseno,

considérese el siguiente problema de optimizacién cuadratica:

Problema 3.1: Dada un funcion de transferencia SISO G(z) € RLq estrictamente propia
y sin ceros sobre la circunferencia unitaria, hallar la funcion de sensibilidad de un lazo

admisible en torno a G(z) que posee la minima norma 2, es decir, se desea hallar

Sopt _ z. So 27 3.5.1
() = arg _min_[15,(2)I (35.1)

donde X denota el conjunto de todas las funciones de sensibilidad admisibles y S,(z) =

(14 G(2)C(2))" "

Como el préximo lema deja de manifiesto, el uso adecuado de T, (z) en conjunto con la
parametrizacion alternativa de Youla permiten obtener un solucién explicita al problema de

optimizacién (3.5.1).
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Lema 3.5:

Sea G(z) una funcidn de transferencia que satisface las condiciones del Problema 3.1
con Ny, polos inestables simples denotados por {pl,pg, . ,pnp“}. Entonces la funcion de

sensibilidad de minima norma 2 estd dada por

SoP(2) =1—1T,(2) (3.5.2)
=2

=1-£"(2) {Z (Bi(z) + Mi&, ' (2)) (be(ps) — Ee(p1)) + &e(pr) (1 — prl(z))} ;

(3.5.3)

donde £.(2) (€5(2)) es un GLUI de G(z) (G~'(z)), el factor B;(z) se define como en (3.4.2)

y las constantes M; y N se calculan como

MNpu —
11—pi Y™ 1—pil—p;
M = - Zj.H be” — bibt. (3.5.4)
pil—pi ;5 1—=Depi—pe
0#£i
“1op -1
N=]]= 22— (3.5.5)
j[[lpj 1—=p;

Demostracion:

Usando la parametrizacién descrita en el Lema 3.2, la solucién al Problema 3.1 puede

ser escrita como

S (2) = Soo(2) + £ XPH(2)E,  (2), (3.5.6)
donde
X'(z) = arg min |[Sal(2) — & ()X (26 ). (35.7)
J(X(2))

¥ Soo(2) es alguna funcién de sensibilidad admisible para G(z). Nétese que de acuerdo al
Lema 3.2, £:(2) y &,(2) son GLUI asociados a las matrices que conforman factorizaciones co-
primas en RH ., de G(z). No obstante, como G(z) en este caso es escalar, esto es equivalente
a que &.(2) (§,(2)) sea GLUI de G(z) (G~1(2)).

Usando la propiedad (A.3.7), el funcional J(X) puede ser expresado de la forma

T(X(2)) = [1X(2) = &e(2)Soo(2)Ep(2)Il3 (3.5.8)

Si la sensibilidad admisible inicial es elegida como aquella asociada a la sensibilidad com-
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plementaria esencial del Lema 3.3, es decir, si se elige Sy0(2) = 1 — Tpe(2), entonces resulta

J(X(2)) = IX(2) = £c(2)€p(2) + Ec(2)Toe (2)Ep ()1 (3.5.9)

Reemplazando (3.4.1) en la dltima expresién queda

(3.5.10)

‘ ‘ >

X(2) = &(2)6(2) + &lp1)ép(2) + Z Bi(2) (&lpi] — &lp1]) & (2)

2

En el caso SISO, el factor £,(z) puede ser expresado como un producto de Blaschke [6] de

la forma
rrl—pe 1-—zp
z) = I | _— . 3.5.11

Reemplazando (3.4.2) y (3.5.11) en (3.5.10) se obtiene

2

%

IEE) = ||X6) - | €16 - &l - 3 (S22 ) sl - el ||

F(z) 2
(3.5.12)

donde M; se define como en (3.5.4). Dado que X (z) € RHoo, €s conveniente introducir un

factor unitario 2! de modo tal que el funcional resulta
2

J(x(z) = |28 _FE) (3.5.13)

z z
g g
X(2) F(z) |4
donde debe notarse que X (z) € RHy. Mas atin, como F(z) € RHy, F(z) tiene, ademés de
todos los polos inestables de G(z), un polo en z = 0. Esto implica que con una expansién

en fracciones parciales de F(z), J(X) se puede calcular como

, (3.5.14)

donde [F(z)] e la porcién en RHy de F(z). Usando la descomposicién ortogonal (2.3.1),
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el funcional en (3.5.14) resulta

2

~ @ 2

J(X(2)) = HX(Z) - (3.5.15)

z +H[F(Z)}¢H2

2

De este modo, el pardmetro de Youla que minimiza J(X) es tal que minimiza el primer

sumando de la expresion anterior, es decir,
X°Pt(2) = F(0). (3.5.16)

Dado que G(z) es estrictamente propia, entonces £.(0) =0y

Npu

X (2) = 3 M (Ee(pi) = €e(p1)) = Ee(pr)&p(0) (3:5.17)

Npu

=) M; (&e(pi) — &elp1)) — &e(p1)N, (3.5.18)
=2

donde N se define como en (3.5.5). Finalmente, reemplazando (3.5.18) en (3.5.6), se obtiene
el resultado (3.5.2)-(3.5.5).

(]

3.6. Conclusiones

Obtener caracterizaciones generales para todos los controladores admisibles asociados
a una planta es un herramienta 1til para resolver algunos problemas de control basados
en optimizacion. En efecto, si las funciones de sensibilidad del lazo admisible pueden ser
expresadas en forma afin respecto de cierto pardametro, entonces la resolucién de problemas
de optimizacién cuadratica puede ser simplificada de manera considerable.

En este capitulo se ha revisado la formulacion clasica de la parametrizacién de Youla de
todos los controladores admisibles. Dicha formulacion es simple sélo en el caso que la planta
es estable, ya que de lo contrario se presentan dos inconvenientes: (a) las expresiones involu-
cradas son de un orden excesivo y, (b) requiere del conocimiento previo de un controlador
admisible.

Para sobrellevar la primera dificultad se plantea una formulacién alternativa que, gracias
a un uso apropiado de los interactores de ceros, permite expresar las funciones de sensibilidad
en términos de los rasgos dinamicos de la planta que imponen limitaciones fundamentales
(ceros de FNM y polos inestables). Para el caso inestable, como este planteamiento se basa
en parametrizar directamente la funcién de sensibilidad del lazo, la necesidad de disponer
de un controlador admisible se traduce ahora en el conocimiento previo de una funcién de

sensibilidad admisible.
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Es asi como el segundo inconveniente se aborda mediante la definicién del concepto de
esencialidad. La contribucién principal de este capitulo radica en que gracias a esta idea se
puede identificar una funcién de sensibilidad complementaria que tiene las caracteristicas
estrictamente necesarias para garantizar un lazo admisible. De este modo, para una clase
importante de sistemas MIMO se obtiene una forma explicita para la denominada funcion de
sensibilidad complementaria esencial, la cual puede ser calculada por inspeccién directa de
la matriz de transferencia de la planta y sin recurrir a ningin procedimiento de diseno. Un
ejemplo SISO deja en evidencia que este resultado usado en conjunto con la parametrizacion
alternativa de Youla es potencialmente ttil para resolver una clase amplia de problemas de

optimizacién cuadratica.



Capitulo 4

LIMITES DE DESEMPENO EN
CONTROL CENTRALIZADO

4.1. Introduccidon

El tema principal de esta tesis es el limite de desempeno de lazos de control MIMO con
controladores de estructura restringida. No obstante, tal como se puede ver en el Capitulo
6, los resultados relativos a este tema descansan fuertemente en aquellos correspondientes a
limites de desempeno cuando el controlador no posee ningun tipo de restriccién estructural,
es decir, cuando la ley de control es centralizada. El principal objetivo del presente capitulo
es justamente hacer una revision de las ideas y resultados claves dentro de este tema, a fin
de que los resultados originales de esta tesis puedan ser fundamentados de buena forma.

De este modo, las interrogantes abordadas en el presente capitulo son: dada una medida
del desempeno de un lazo (esto es, una medida de su calidad), ;cudl es el mejor desemperio
alcanzable por un lazo de control centralizado?, ;cudl es el controlador que logra dicho de-
sempeno dptimo? Si bien en la literatura [86] existen algunos trabajos con resultados de
tipo numérico respecto a este tema, debe enfatizarse que nuestro interés estd en los resul-
tados analiticos. Se prefiere este enfoque debido a que las expresiones analiticas permiten
interpretaciones acabadas y facilitan la identificacién de los rasgos dinamicos de la planta
que de algin modo limitan el mejor desempeno alcanzable al controlarla.

Los resultados expuestos en este capitulo estdn basados fundamentalmente en [12,13,
28], pero se sugiere ademds consultar [10,11,41-44] en donde se pueden encontrar tanto
resultados parciales como algunas extensiones. En particular, una extensién interesante que
aborda un caso no considerado en esta tesis se encuentra en [42], donde se agrega penalizacién

en la senal de actuacion.

50
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4.2. Definicién del problema y medida de desempeiio

La cuantificacién del mejor desempenio alcanzable por un lazo de control requiere la
definicién de una medida del desempeno que sea representativa de los objetivos de control.
Una alternativa plausible es medir el desempeno en términos de la calidad del seguimiento
del lazo ante, por ejemplo, referencias constantes. En efecto, en base al esquema de control
de la Fig. 2.1, suponiendo que el lazo provee seguimiento perfecto de referencias constantes

y que la referencia es del tipo 7(t) = vu(t) con v € R™, entonces se puede definir la cantidad
Jo =Y e (t)e(t). (4.2.1)
t=0

La medida J, corresponde a la energia de la senial de error [6,69,76] en el lazo y es repre-
sentativa de la calidad del transiente de éste cuando la referencia es de tipo escaléon con
direccién v (diremos que un lazo tiene un desempeno mejor que otro si tiene un valor de
Jy menor). A modo de ejemplo, en la Fig. 4.1 se presentan las respuestas de dos lazos con

desempenos distintos medidos en términos del funcional J,, cuando v = [5 Q]T.

(2]
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Figura 4.1. Respuestas de un lazo 2 x 2 centralizado ante referencia r(t) = [5 2|7 u(t):
(a)Desempeno deficiente J, = 530, (b) Desempeno satisfactorio J, = 120.

Mediante la relacién de Parseval [6,69,76], el funcional .J, puede expresarse en el dominio
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de la frecuencia como

Jo = ||E(2)|l; (4.2.2)

= 1So(2)R(2)|l5 (4.2.3)

= J, = Hso(z) L | (4.2.4)
z—1 9

donde se ha usado el hecho que la funcién de sensibilidad So(z) es la que relaciona la senal
de referencia con el error y Z {r(t)} = v/(z — 1).

El funcional J,, depende fuertemente de la direccion de la referencia v y, como indican los
resultados reportados en [13], si la planta es inestable, entonces el valor éptimo de J, puede
ser muy sensible ante pequenos cambios en v. Esto motiva la definicién de una medida de
desempeno que sea independiente de la direccién del vector de referencia pero que a su vez,
siga teniendo sentido desde el punto de vista de los objetivos de control.

De hecho, consideremos que 7(t) = vu(t) y que la direccién v es una variable aleatoria

tal que

& {v} =0, (4.2.5)
E{vv'} =1, (4.2.6)

donde &, {-} denota el operador esperanza [87] con respecto a la distribucién de v. Podemos
pensar en medir el desempeno en términos de J, promediando entre todas la direcciones v

posibles. Matematicamente esto es equivalente a considerar el funcional
J=E{J,}. (4.2.7)

Si se usa la definicién de J,, y de la norma 2 en (A.3.6) junto con la linealidad del operador
&, {-}, la medida J resulta

J=¢, {;ﬁ /: traza { (SO(eM) ejw'”_ 1)H (so(eﬂ'w) ejw”_ 1) } dw} (4.2.8)
=&, {;ﬂ /_: traza {va (Zéw(ej“’l) ) a (fjw(ei“1)> } dw} (4.2.9)

% . traza {Ev {vv"} (ii)(ej?) ' (ffw(ej?) } dw (42.10)

2

1
z—1

= J= Hso(z) (4.2.11)

2

La relacién (4.2.11) entrega una expresion compacta para el funcional J. Esta nueva medida
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del desempeno no tiene una interpretacién temporal tan directa como la de J,,, no obstante,
tiene la ventaja de ser independiente de la direccién de la referencia y de subsanar los
problemas descritos en [13].

En la seccién siguiente se entrega el resultado mas importante de este capitulo, a saber,
una expresion analitica para el limite de desempeno medido en términos de J, y J para el

caso en que la planta es estable.

4.3. Limite de desempeiio

En base a los resultados del Capitulo 3 referentes a la parametrizacién de Youla [4-6],
sabemos que si la planta G(z) es estable, entonces la funcién de sensibilidad de todos los

lazos estables y realizables se puede parametrizar como
So(z) =1 —-G(2)Q(2), (4.3.1)
con Q(z) € RHs- De este modo, el funcional J, se puede expresar convenientemente en

términos de Q(z)

2
v

z—1

Jy= H(I - G)Q() (43.2)

2
A continuacién se enuncia un lema relativo al mejor desempenio alcanzable por un lazo de
control en términos del funcional J, definido en (4.3.2). Nétese que si bien los resultados

principales de este trabajo usan J como medida de desempeno, la cuantificaciéon del valor

6ptimo de J, es la base para derivar varios de ellos.

Lema 4.1 (Limite de desempeno centralizado medido con J,)
Sea G(z) € RHs no singular c. e. t. p. y sin ceros sobre la circunferencia unitaria. Con-
sidérese J, definido en (4.3.2) y definase

Ju opt — Q(zgrél;gHw Jus (433)
Qopt(2) = argQ(zgrél;lgHm Iy (4.3.4)

Si el conjunto de ceros de FNM de G(z) se denota como
C=A{ci,cay...Cn,}, (4.3.5)

entonces:
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(a) El pardmetro de Youla dptimo, Qopt(z) es

Qopt(2) = (€c(2)G(2)) ", (4.3.6)
donde £g(z) es un GLUI de G(z).

(b) El costo dptimo Jy,opt estd dado por
Ne )
Ty opt = Z h(ci) |mi o], (4.3.7)
i=1
donde las direcciones n; se definen como en el Lema 2.5 con A(z) = G(z) y

1 st ¢; = 00
(4.3.8)

m St |Ci|<OO
7

Demostracion:
Ver [12,28].
0o0o

El Lema 4.1 entrega expresiones explicitas para el desempenio 6ptimo J,, opt y para el con-
trolador que lo logra. Constituye ademés una base importante para algunos de los resultados
de los capitulos siguientes y, en particular, permite el computo del limite de desempeno con
control centralizado medido en términos del funcional J definido en (4.2.11).

En efecto, si se considera, al igual que para el caso anterior, que la planta G(z) es estable,

entonces J se puede escribir como

1
z—1

: (4.3.9)
2

s=|[a-ceae)

donde Q(z) € RH - El siguiente lema entrega el resultado en cuestién.

Lema 4.2 (Limite de desempeno centralizado medido con .J)
Sea G(z) € RHs no singular c. e. t. p. y sin ceros sobre la circunferencia unitaria. Con-
sidérese J definido en (4.3.9) y definase

Jopt = { J. 4.3.10
T Qerm. (4:3.10)
Qopt(z) =arg min J. (4.3.11)

Q(2)ERHoo
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Si el conjunto de ceros de FNM de G(z) se denota como

C={ci,cay...Cn 1}, (4.3.12)

entonces:

(a) El pardmetro de Youla dptimo, Qopt(z) es

Qopt(2) = (€c(2)G(2)) 7", (4.3.13)

donde €g(z) es un GLUI de G(z).

(b) El costo dptimo Jop estd dado por
Jopt = Z h(c;) (4.3.14)

_ lgi |
d+§:u_ P’ (4.3.15)

donde h(c;) se define como en (4.3.8), {q1,q2,---,6-} C C es el conjunto de ceros de
FNM finitos de G(z) y d es el nimero de ceros en infinito de G(z) (es decir, d =

Grel {G(Z)})

Demostracion:

La demostracién es directa siguiendo los mismos pasos que la de Lema 4.1 pero usando
v = 1. Ver [12,28] para mas detalles.

oo

A partir los Lemas 4.1 y 4.2 se puede notar que el controlador éptimo que entrega el
mejor desempeno posible es independiente de si éste se mide con J, o J. Dicho controlador
estd asociado a un pardmetro de Youla Q(z) que es un inverso aproximado [6] de la planta
en el cual se han reemplazado los ceros de FNM por sus reflejos estables.

Por otro lado, el desempenio éptimo en ambos casos depende sélo de los ceros de FNM,

de modo tal que como

. el -1
Jm 1271 4.3.16
g (4.3.16)
2
2 -1
m 141 (4.3.17)

a——1]1 — ¢]?

se concluye que la situacién se agrava, es decir J,,; crece exageradamente, si un cero de FNM

esta ubicado muy cerca de z = 1. Esto implica que los ceros de FNM cercanos a z = 1 son los
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més daninos en términos de limitar el mejor desempeiio alcanzable. Ademds, (4.3.17) deja en
evidencia que pueden haber ceros de FNM cercanos al disco unitario que no necesariamente
tienen un impacto significativo en el desempefio 6ptimo. Este resultado es coherente con
otros relativos a limitaciones fundamentales [6,18,75,88] que indican que plantas con estas

caracteristicas son, en general, dificiles de controlar de una manera razonable.

4.4. Conclusiones

Los resultados de este capitulo versan sobre el cémputo explicito del limite de desempeno
alcanzable por un lazo de control sin restricciones estructurales cuando la planta es estable.
Se definen dos medidas de desempeno que tienen su origen en la idea de cuantificar la
energia del error de seguimiento. Una de ellas corresponde exactamente a dicha cantidad,
mientras que la otra es un promedio de ésta sobre todas las direcciones de referencia posibles.
No obstante, ambas son minimizadas por un mismo controlador que refleja el paradigma
elemental relacionado con que éste genere un inverso aproximado de la planta.

Desde el punto de vista del mejor desempeno alcanzable, los resultados indican que éste
puede verse seriamente deteriorado cuando los ceros de FNM de la planta son muy cercanos
a z = 1. Esto tiene sentido a la luz de resultados previos que indican que dichos rasgos

dindmicos imponen limitaciones fundamentales.



Capitulo 5

CONTROL CON ESTRUCTURA
RESTRINGIDA

5.1. Introduccién

En el presente capitulo se abordan ideas esenciales relativas al control con estructura
restringida y al problema de limites de desempeno asociado. Corresponde sin duda a uno
de los capitulos méas importantes de este trabajo de tesis, ya que condensa algunos de los
resultados originales de mayor alcance y relevancia. Una versiéon compacta de los temas
aqui expuestos se puede encontrar en [2].

En este capitulo se plantea el problema de limites de desempeno cuando la ley de control
esta subordinada a tener una determinada estructura. Tal como exponen diversos resultados
reportados en la literatura [61, 62,84, 85,89, 90], el problema de optimizacién cuadritica
asociado no es convexo, por lo que su resoluciéon analitica es dificil. En este aspecto, se
entrega una condicion suficiente para garantizar la convexidad del problema de optimizacion
asociado que sera la base para los resultados del préximo capitulo. Esta condicién es algo
més restrictiva que la existente en la literatura [84,89], no obstante, como se dejard de
manifiesto mas adelante, tiene la ventaja de ser mucho méas simple de manejar.

La condicién que se deriva en este capitulo para garantizar la convexidad del problema
de limites de desempeno requiere que la planta posea la misma estructura que aquella que
se quiere imponer al controlador. Esto motiva el estudio de las propiedades estructurales
del controlador éptimo centralizado cuando la planta tiene una determinada estructura.
Los resultados indican que este tema estd intimamente relacionado con la diagonalidad del
interactor unitario de ceros generalizado del Lema 2.5 en la pag. 22. De este modo, se
entrega una caracterizacién bastante simple de las plantas que poseen un GLUI diagonal, la
que depende esencialmente de una propiedad especial de los ceros de FNM. Adicionalmente
y como un resultado paralelo se demuestra que el GLUI es tnico.

Finalmente, estos desarrollos permiten establecer condiciones bajo las cuales el contro-

lador centralizado que logra el desempeno éptimo es estructurado per se. Este resultado es

57
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de gran relevancia para los intereses de esta tesis, ya que en definitiva permite distinguir la
clase de plantas para las cuales la restriccién estructural sobre el controlador no ocasiona

ningin deterioro en el mejor desempeno alcanzable.

5.2. Motivacion y estructuras de interés

La necesidad de imponer restricciones estructurales sobre el controlador puede provenir

de dos fuentes principales:

(a) Simplicidad.

Los controladores de tipo centralizado son, en general, de alta complejidad. Esto se
traduce en dificultades para tener una idea clara de cémo afectan los pardmetros de
ajuste del controlador en la calidad del lazo y en disefios de baja integridad [7,33]. De
este modo, los procedimientos de ajuste y mantencién de controladores centralizados son
engorrosos y, por ende, suele preferirse estrategias de control de estructura restringida

que subsanen dichos inconvenientes.

(b) Restricciones de implementacion.

Un controlador centralizado puede requerir de instrumentaciéon que es inaccesible por
razones fisicas y/o econémicas [35]. Un ejemplo claro de esta situacién es la red de
distribucién eléctrica, en donde es evidente que ejercer un control centralizado es de alto
costo y gran complejidad tecnolégica dada la gran cantidad de variables involucradas y

las limitaciones fisicas que dificultan la transmisién de las mismas.

Si se requiere imponer restricciones estructurales en el control de un determinado proceso,
es claro que pueden haber ciertas estructuras que son muy ineficientes o simplemente proveen
desempenos muy pobres en términos de los objetivos de control. Esto obliga a disponer de
métodos y criterios sistematicos para seleccionar la estructura de control més apropiada
para una determinada planta. Desarrollos en este tema se pueden encontrar en abundancia.
Dentro de las principales herramientas de seleccién de estructura se encuentran el arreglo
de ganancia relativa (RGA) [36], el arreglo de ganancia relativa dindmico (DRGA) [37,38],
el indice de Niederlinsky (NI) [39] y la Matriz de Participacién (MP) [34,40]. Todas estas
herramientas miden el nivel de interaccién entre los distintos subsistemas que componen la
planta MIMO, para luego determinar en base a ciertos criterios qué interacciones dindmicas
son las maés relevantes dentro del conjunto y asi poder descartar algunas dentro el proceso
de diseno del controlador.

No obstante lo anterior, en ciertos tipos de sistemas que son inherentemente estructura-
dos [61], la estructura que se impone sobre el controlador es heredada a partir de aquella
de la planta. Esta situacién es de particular interés en esta tesis y es el tema principal del

préximo capitulo. A continuacién se explora con detencién esta idea para los conjuntos de
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restricciones estructurales (CRE) de interés en este trabajo, definidas en (2.6.1)-(2.6.3) en

la pag. 31.

Estructura diagonal por bloques S,

Las plantas con modelo de tipo diagonal por bloques surgen en forma natural al agrupar
sistemas definidos por un subconjunto de entradas y salidas en un tnico modelo. De esta
manera, si se desea disenar cierto controlador restringido en estructura para un planta de
tipo Sy, entonces la eleccién obvia es elegir a S; como el CRE para el controlador. Esta
eleccién permite diseflar de manera independiente cada bloque de C(z) para su correspon-
diente bloque en la planta G(z). El caso méas simple de este caso es el conocido control
descentralizado [48-60], el cual considera n; = 1, Vi en (2.6.1), y por ende el disenio MIMO

puede ser visto como el disefio de n lazos de control escalar independientes.

Estructura rala simple S;

De acuerdo a (2.6.2) en la pag. 31, el CRE &; es el siguiente paso en complejidad estruc-
tural ya que incluye al CRE de tipo S; y agrega un subsistema que describe la interaccion
entre dos canales adicionales. Debe notarse que para una planta G(z) € Sy, la eleccién
natural para la estructura del controlador es la misma S;. Para aclarar esta afirmacion, con-
sidérese a Y;(z) como la transformada Z de la i-ésima salida de G(z). Entonces, la relacién

entre Y;(z) y la entrada U (z) es

Gre(2)U(2) + Grr(2)Uk(2) i = k.
Esta relacién implica que el efecto de Up(z) en Yj(z) es nulo si y sélo si
U}C(Z) = Ckk(Z)Ek(Z) — (Gkk(Z))il Gkg(Z)CM(Z)Eg(Z), (522)

donde E;(z) es la transformada Z del error en el i-ésimo canal del lazo. Ademads, como
Gre(z) no tiene efecto en los demds canales, entonces para compensar el efecto de Gyy(2)
basta con considerar un controlador de tipo S;. Es necesario enfatizar que este enfoque es
de tipo intuitivo y se realiza sélo con fines ilustrativos, ya que en general (5.2.2) es una

relacion ideal que normalmente entrega controladores que no son admisibles.

Estructura triangular S;

El CRE &; es el mas general de los tipos de estructuras consideradas en esta tesis. Su
definicién (2.6.3) en la pédg. 31 corresponde a una estructura triangular inferior, no obstante,

cualquier estructura triangular puede ser llevada a una de tipo S; mediante un ordenamiento
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apropiado de las entradas y salidas del sistema.

Ejemplos de sistemas que en forma natural tienen estructura triangular son los procesos
quimicos en cadena (neutralizacién de pH, destilacién en cascada, etc.) y las formaciones de
vehiculos automadticos [61]. Si la planta G(z) € S;, entonces la motivacién para emplear un
controlador de la misma estructura pasa por preservar el sentido del flujo de informacion
entre las distintas entradas y salidas de G(z). Para més detalles respecto a este punto, se

sugiere al lector consultar [61].

5.3. EIl problema de limites en desempeiio con estructura restringida

Dado que la cuantificacién del mejor desempeno alcanzable por un lazo de control MIMO
centralizado ha sido realizada en el Capitulo 4, cabe ahora preguntarse qué es lo que ocurre
con el desempeno 6ptimo cuando se imponen restricciones estructurales sobre el controlador.
De una manera intuitiva, es claro que en la medida que la estructura de control sea mas
simple, el mejor desempeno alcanzable serd cada vez mas deficiente. Esto significa que, en
general, al forzar restricciones estructurales sobre el controlador se incurre necesariamente
en un deterioro en el mejor desempeno posible.

Para dar una respuesta precisa a esta interrogante, es necesario plantear un problema
de optimizacién que posee una dificultad considerable, tal como se explora en la seccién

siguiente.

5.3.1. Dificultades asociadas al planteamiento general

Considérese una planta G(z) € RHs ¥, en base a los resultados del capitulo anterior,

definase la medida de desempeno

1
z—1

: (5.3.1)

7= - e

donde Q(2) € RHs y tal que garantiza integracién en el lazo. Como ya se ha visto, el
funcional J corresponde al valor esperado de la energia del error de seguimiento cuando la
referencia es del tipo 7(t) = vu(t), v € R" y v es una variable aleatoria tal que £{v} =0
y €{vvT} =T (ver desarrollo en pdg. 52).

Forzar que el controlador C(z) tenga una determinada estructura significa asegurar que
C(z) € S con S algin CRE definido previamente. Esto implica, de acuerdo al Lema 3.1 en
la pag. 34, que el pardmetro de Youla Q(z) debe ser tal que

Q) (I-G()Q(2) " es. (5.3.2)
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Luego, el limite de desempeno cuando el controlador esta restringido a S esta dado por

JS opt = min J. (5.3.3)
Q(2)ERHoo
Q(I-G(x)Q(2)"Les

Si G(z) no tiene ninguna estructura en particular, el problema de optimizacién que se debe
resolver en (5.3.3) posee un espacio de soluciones no convexo [2,61,62,84,85,90]. Dicho de
otro modo, si se desea garantizar cierta estructura sobre el controlador, entonces el espacio
al cual debe pertenecer Q(z) no es convexo. Luego, considerando que nuestro interés esta en
los resultados analiticos explicitos, la situacién se complica considerablemente ya que los

problemas de optimizacién no convexos no poseen necesariamente un minimo global [91].
En la siguiente seccion se establece una condicién suficiente para la convexidad del proble-
ma de optimizacién (5.3.3) que permitird obtener resultados importantes relativos a limites

de desempeno con estructura restringida en el Capitulo 6.

5.3.2. Condiciones para la convexidad del problema

Las siguiente suposicién es necesaria para los préximos desarrollos.

Suposicién 1: La matriz de transferencia G(z) es estable, estrictamente propia y tiene

ganancia a continua no singular, es decir, G(z) € RHa y G(1) es no singular.

Debe notarse que la suposicién anterior no es muy restrictiva ya que si se trabaja con
plantas reales, entonces G(z) serd estrictamente propia en la gran mayoria de los casos. Por
otro lado, de acuerdo a la definicién de la medida de desempetio J en (5.3.1), Q(z) debe
asegurar integracién en el lazo. Una condicién necesaria y suficiente para esto [6] es que
Q(1) = G7'(1), lo cual a su vez usando la Suposicién 1 implica que Q(z) es no singular c.
e. t. p. y, por ende, invertible.

Un concepto clave dentro de esta seccién es el de CRE estructuralmente cerrado bajo

inversion, definido de manera formal a continuacién.

Definicién 5.1 (CRE estructuralmente cerrado bajo inversién)
Un conjunto de restriccion estructural S se dice estructuralmente cerrado bajo inversion si
y sdlo si para cada X (z) € S tal que X (2) es no singular c. e. t. p., entonces X *(z) tiene

la estructura de S.

Los CRE que son estructuralmente cerrados bajo inversién tiene la propiedad de ser con-

vexos, tal como expone el lema siguiente.

Lema 5.1 (Convexidad de CRE estructuralmente cerrados bajo inversién)

Sea S un CRE estructuralmente cerrado bajo inversion, entonces S es un conjunto convezo.
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Demostracion:

Para demostrar que todo CRE estructuralmente cerrado bajo inversién es convexo, basta
con probar que cualquier combinacién lineal convexa [91,92] de elementos en S pertenece

también a S. Para ello, sean A(z) € S, B(z) € S y definase la combinacién lineal convexa
C(z)=aA(z)+(1-a)B(z), 0<a<l (5.3.4)

Como S es un CRE entonces aA(z) € S, (1 —a)B(z) € Sy, en consecuencia, C(z) € S.
oo

El préximo teorema [2] entrega un condicién necesaria y suficiente para que las restric-

ciones estructurales sobre C(z) sean heredadas por Q(z).

Teorema 5.1 (Restricciones estructurales sobre Q(z))
Sea S un CRE estructuralmente cerrado bajo inversion y sea G(z) una matriz de transfe-

rencia que satisface la Suposicion 1. Entonces C(z) € S,VQ(z) € S si y sdlo si G(z) € S.
Demostracion:
s (<) Considérese Q(z) € S que, de acuerdo a la Suposicién 1, es no singular c. e. t. p.
Como G(z) € S es estrictamente propia, entonces la matriz

K(2)=Q '(2) — G(»), (5.3.5)

es no singular c. e. t. p. Ademads, dado que S es estructuralmente cerrado bajo inversién,
entonces Q@ '(z) € S y por ende K(z) € S. Estos argumentos implican que K ~*(z)
estd bien definida y que K '(z) € S. Luego, la necesidad se consigue notando que

K'(2) = Q) (I - G(x)Q(2)) ' =C(2).
= (=) La suficiencia se obtiene usando los argumentos anteriores en el sentido inverso.
000

El Teorema 5.1 permite, bajo las suposiciones que G(z) posee la misma estructura que la
de C(z) y que S es un CRE estructuralmente cerrado bajo inversién, reformular el problema

de optimizacién (5.3.3) como sigue

J. = min J. 5.3.6

SOPE T o ERMANS ( )

La convexidad de este problema esta garantizada ya que tanto RH., como S son espacios
convexos. Esto es de suma importancia para los efectos de este trabajo de tesis, ya que

los tres CRE de interés (Sg, S1 y S¢) tienen la propiedad de ser estructuralmente cerrados



5.3. EL PROBLEMA DE LiMITES EN DESEMPENO CON ESTRUCTURA RESTRINGIDA 63

bajo inversién y, por ende, la formulacién (5.3.6) permitird calcular de manera explicita
los limites de desempeno con estructura restringida en el capitulo siguiente. Notese ademas
que el Teorema 5.1 puede usarse para otros problemas de optimizacién de una naturaleza
similar a la de aquel necesario para el cémputo de limites de desempeno. De hecho, esto
se aprovecha en el Capitulo 7 para, mediante la inclusién de una funcién de ponderacién
en el funcional a optimizar, proponer un método de disenio de controladores de estructura
triangular.

La condicion del Teorema 5.1 puede abarcar estructuras mas complejas que las aqui con-
sideradas, ya que sélo basta con que éstas tengan la propiedad de ser estructuralmente
cerradas bajo inversién. Esto abre la posibilidad de considerar, por ejemplo, casos como el
de estructuras simétricas y las denominadas skyline [89].

La herencia estructural entre C(z) y Q(z) provista por el Teorema 5.1 es la misma que
entrega un resultado ya existente en la literatura [84,89] y que, por cierto, es mds general.

A continuacion se enuncia éste en forma compacta a fin poder contrastarlo con el nuestro.

Lema 5.2 (Invarianza cuadrética y restricciones sobre Q(z))
Sea G(z) € RHs y sea S un CRE, entonces C(z) € S, VQ(z) € S si y sdlo si el conjunto
S es cuadraticamente invariante (QI) bajo G(z), es decir satisface

C(2)G(2)C(z) €S, VC(2)eS (5.3.7)

Demostracion:
Se sugiere al lector consultar [84,89] para la demostracién de este resultado.

(]

El Lema 5.2 permite dar un caracterizacién general de todas las plantas en las cuales
las restricciones estructurales impuestas sobre el controlador son heredadas directamente
por el pardmetro de Youla. Esta caracterizacién descansa en una propiedad algebraica (QI)
que debe satisfacer el CRE con respecto a la planta en consideraciéon y permite que el
problema de optimizacién asociado a limites de desempeno puede ser planteado en forma
convexa como en (5.3.6). Si bien este resultado es bastante més general que el expuesto por
el Teorema 5.1', la condicién de invarianza cuadrética es bastante compleja de verificar y
s6lo se dispone de un test computacional en [62] aplicado a ciertas estructuras en particular.

Por otro lado, el resultado del Teorema 5.1 requiere que el CRE cumpla una propiedad
algebraica simple (ser estructuralmente cerrado bajo inversién) y que la planta pertenezca al
mismo CRE. Esto evidentemente se puede verificar de manera mas directa que la condicién
de QI, lo cual pone de manifiesto que las condiciones del Teorema 5.1 son considerablemente

més simples que la del Lema 5.2.

IEn efecto, el planteamiento original en [84,89] considera otras restricciones estructurales ademés de las
ralas.
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Para finalizar esta seccién, a continuacién se expone una observacién adicional respecto

al uso del Teorema 5.1 (que también se aplica al Lema 5.2).

Observacién 5.1 (Suficiencia del Teorema 5.1)

Es necesario enfatizar que la herramienta provista por el resultado del Teorema 5.1 es sdlo
suficiente para garantizar la convezidad del problema de optimizacion (5.3.3). Esto significa
que no podemos asequrar que la Unica manera de formular el problema (5.3.3) en forma

conveza es mediante el uso del Teorema 5.1.

5.4. Propiedades estructurales de la solucién centralizada

Asi como en la seccién anterior se introdujo la idea de considerar plantas con la misma
estructura que el controlador, ahora es el turno de pensar en qué es lo que ocurre con
la solucién del problema de limite de desempeno centralizado cuando la planta tiene una
estructura restringida.

De acuerdo al Lema 4.2 en la pag. 54, la solucién centralizada al problema de limite de

desempeno es

Qopt(2) = (€a(2)G(2)) ", (5.4.1)

donde G(z) € RHs ¥ €c(z) es un GLUI de G(z). Si la planta es pertenece a una clase
estructuralmente cerrada bajo inversién, entonces la estructura de Qopt(2) depende de las
propiedades de £g(z). Ademds, de acuerdo al Lema 3.1 en la pag. 34, el controlador 6ptimo

asociado a Qopt(2) estd dado por

Copt(2) = (Qopt () = G(2)) ", (5.4.2)

lo cual implica que la estructura del controlador éptimo Copt(z) depende directamente de
las propiedades estructurales de Qopi(2). Luego, se puede concluir que la estructura que
posee Copt(z) depende en definitiva de las propiedades estructurales del GLUI £g(z). A

continuacién se presentan resultados importantes en este tema.

5.4.1. Propiedades del interactor unitario de ceros
Unicidad del GLUI

El algoritmo descrito en el Lema 2.5 en la pag. 22 no indica nada respecto de la unicidad
del GLUL El siguiente teorema garantiza que éste efectivamente es tinico [2]. Este resultado,
si bien se aleja de la discusién actual referente a la estructura de la solucién centralizada
del problema de limites de desempeno, se presenta en esta seccién ya que requiere de ideas

que habrian sido engorrosas de introducir antes.
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Teorema 5.2 (Unicidad del GLUI)
Si A(z) € RHoo es no singular c. e. t. p. y no tiene ceros sobre la circunferencia unitaria,
entonces el interactor unitario izquierdo de ceros generalizado, €(2), definido en el Lema

2.5 es unico.

Demostracion:

Considérese el funcional

1
Jx = H(I —A(2)X (2)) , (5.4.3)
z =14
donde X (z) € RHo. Usando el Lema 4.2 con G(z) = X (z) se tiene que
Xopt(2) = argX(ZI)Ié%Hw Jx (5.4.4)
= (€a(2)A(2) ", (5.4.5)

con €£4(z) un GLUI asociado a A(z). Como Jx es un funcional convexo y RHos €s un
espacio del mismo tipo, entonces la solucién éptima Xopt(z) es tnica [91]. Luego, si &1(2)

y &€2(z) son dos GLUI asociados a A(z), se debe cumplir

(£1(2)A(2) 7 = (L2(2)A(2) 7" (5.4.6)

Dado que las matrices involucradas en (5.4.6) son todas no singulares c. e. t. p., se tiene que
&1(z) = &€2(z) y en consecuencia el GLUI es tnico.

00O

Este teorema complementa las propiedades ya conocidas sobre GLUI [12,28] y permite
identificar que, en base al planteamiento de Lema 2.5, éste es independiente del ordenamiento
dado al conjunto de ceros de FNM de A(z).

Diagonalidad del GLUI

A fin de establecer condiciones bajo las cuales el GLUI de una determinada matriz de

transferencia es diagonal, considérese la siguiente definicién [2].

Definicién 5.2 (Cero candnico izquierdo)
Un cero en z = ¢ de una matriz de transferencia A(z) € C"*™ se dice canénico izquierdo

si y solo si su multiplicidad algebraica, o, satisface

ac =y _ms, (5.4.7)
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donde m§ se define como la multiplicidad algebraica del cero en la j-ésima fila, es decir m§

es tal que

(z =)™ F(z) sile] <oo (5.4.8)

-F%(z) St c= 00

donde [A(2)];« denota la j-ésima fila de A(z) y 0 < HFJ‘?(C)TH < 0.

La nocién de cero canénico derecho puede ser definida de una manera analoga, pero
considerando columnas en vez de filas. La definicién anterior implica que una condicién
necesaria para que un cero sea canénico izquierdo (derecho) es que éste anule alguna fila
(columna) de la matriz de transferencia. Esto significa que los denominados ceros distribuidos
[6] no son candnicos izquierdos (ni derechos) por naturaleza. El concepto de cero canénico
izquierdo o derecho es original de este trabajo de tesis y a modo ilustrativo se exponen

algunos ejemplos.

Ejemplo 5.1: Considérese las matrices de transferencia

11 .

— |22 =z _ |z
Lz 22 Lz 22
[z2—2 (2—2)(z—-3) z—2 i

_ 22 23 _ 23

G3(Z) 53 s G4(Z) 53| (5410)
0 _ 0

L z - z

cuyos conjuntos de ceros de FNM (contando multiplicidades) son respectivamente
C1 ={o0,0}, Co={o0,00,00}, C3={00,00,2,3}, C4={00,0,2,3}. (5.4.11)

En el caso de G1(z), el cero en infinito es candnico izquierdo y derecho. En Ga(2), el cero
en infinito no es candénico izquierdo, pero si derecho. Para el caso de G3(z), todos los ceros
de FNM son candnicos izquierdos y derechos. En el caso de G4(z), los ceros en infinito y

en z = 2 son canonicos derechos, mientras que el cero en z = 3 es candnico izquierdo. M

El siguiente teorema entrega una condicién necesaria y suficiente bajo la cual el GLUI

de una matriz de transferencia es diagonal [2].

Teorema 5.3 (Condicién para GLUI diagonal)

Sea A(z) € RHoo mo singular c. e. t. p. y sin ceros sobre la circunferencia unitaria. En-
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tonces, el GLUI asociado a A(z), €a(2), es diagonal si y sdlo si todo cero de FNM de A(z)

es canonico izquierdo.

Demostracion:

= (=) Por la definicién de £4(z),
A(2) = €47 (2)A(2), (5.4.12)

donde A(z) es estable, bipropia y de FM. Luego, los ceros de FNM de A(z) son los
ceros de FNM de &4 *(z). Como &4 '(2) es diagonal, entonces todos sus ceros de
FNM son candnicos izquierdos (ya que todos anulan filas de &€ Afl(z)) y se obtiene el

resultado.

= (<) Si todos los ceros de FNM de A(z) son candnicos izquierdos, entonces por la

Definicién 5.2 la j-ésima fila de A(z) puede expresarse como

- mdi .
[A(2)]j = (Z,n;x, II¢z=a)™ ) Fj(z), Yji=1,2,....n (5.4.13)
i=1
donde {q1,¢2,...,¢-} es el conjunto de ceros de FNM finitos (sin contar multiplici-

dades) de A(z), m$’ (m$°) es la multiplicidad en la fila j del cero en z = ¢; (z = o0)

tal como se define en (5.4.8), y el vector Fj;(z) es tal que 0 < HFjT(ci) ‘ < o0, Vj=
1,2,...,n, V¢; cero de FNM de A(z). Definase
g(z) = diag {511(2)7 522(2’)7 s 7£nn('z)} ) (5414)
con
ST (=2 —a)\™
€:(2) = 2™ (_ . Vi=1,2,...,n 5.4.15
Jj( ) g (Z*Qi)(lfql') ( )
Es evidente que £€(z) es de FM, unitario y tal que
0< H[g(z)A(z)]f* () \ <oo, Vj=1,2,...n. (5.4.16)

Esto implica que el producto £€(z)A(z) no tiene ninguno de los ceros de FNM candnicos
izquierdos de A(z), pero como A(z) tiene sélo ceros de FNM de esta clase, £€(2)A(z)
es estable, bipropio y FM. Se concluye asi que &(z) es GLUI de A(z) y, por ende,

&(z) = €a(z), con lo cual el resultado procede.

oo
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El Teorema 5.3 es el primer resultado en la literatura que entrega una caracterizacién
explicita de las matrices de transferencia que poseen un GLUI diagonal. Trabajos previos
que tratan el tema [29,30] s6lo abordan el caso de ceros de FNM en infinito y se reducen
simplemente a chequear la diagonalidad del interactor, sin proveer ninguna conexiéon de
esto con las caracteristicas dinamicas de la planta. Ademas, la caracterizacién del Teorema
5.3 tiene la ventaja de basarse en una propiedad de los ceros de FNM que es simple y se
puede chequear por inspeccién de la matriz de transferencia. La importancia de los GLUI
diagonales se relaciona con las propiedades del desacople dindmico total [31], pruebas de
autocorrelacién en control de varianza minima [32] y, como se verd en la seccién siguiente,
con la estructura del controlador que logra el desempeno 6ptimo en un lazo de control
MIMO con planta estructurada. Se destaca el hecho que el resultado del Teorema 5.3 se
puede extender de manera directa al caso de GRUI usando la nocién de ceros candnicos
derechos.

Un corolario interesante que se desprende del Teorema 5.3 es el siguiente.

Corolario 5.1 (GLUI diagonal y direcciones izquierdas de ceros)

Considérese A(z) como en el Teorema 5.3 y definase {c1,ca,...,¢cn, } como el conjunto de
ceros de FNM de A(z) (contando multiplicidades). Entonces, si todos los ceros de FNM de
A(z) son candnicos izquierdos, las direcciones izquierdas de éstos son elementales.

Demostracion:

Por la definiciéon de GLUI se tiene que
A(e;) = €4 (c) A(e) (5.4.17)

es singular, y A(cl) es no singular Vi = 1,2, ..., n.. Si todo cero de FNM de A(z) es candnico
izquierdo entonces por el Teorema 5.3 £4(2) es diagonal y, dada (5.4.17), esto implica que
existe una base elemental para el espacio nulo izquierdo de A(c¢;), Vi = 1,2,...,n.. Esto

significa, a su vez, que las direcciones izquierdas de todos los ceros de FNM son elementales.
aoo

El corolario anterior debe ser tomado con precaucién, ya que establece s6lo una condicién
suficiente para que las direcciones izquierdas de los ceros de FNM de A(z) sean elementales.

El préoximo ejemplo aclara este punto.

Ejemplo 5.2: Considérese la matriz de transferencia

(5.4.18)
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A(z) posee dos ceros de FNM en z = 2, ambos con direccion elemental n = [0 1]7. No
obstante, el lector puede chequear que sélo uno de los ceros en z = 2 es candnico izquierdo

y, en consecuencia, el GLUI no es diagonal. ]

Para finalizar esta seccién, a continuacién se presenta un resultado técnico que se rela-
ciona con la forma en que se construye el GLUI y que sera de gran importancia en el capitulo

siguiente.

Lema 5.3 (Ceros candnicos izquierdos y construccién del GLUT)

Sea A(z) € RHoo no singular c. e. t. p., sin ceros sobre la circunferencia unitaria y con un
conjunto de ceros de FNM (contando multiplicidades) C. Considérese los vectores m; en el
algoritmo para la construccion de GLUI del Lema 2.5 en la pdg. 22 con el ordenamiento de
ceros definido por C. Entonces, si los primeros n.,, ceros en C son candnicos izquierdos, n;

es elemental Vi =1,2,...,n,,,.

Demostracion:

La demostracién procede de manera inductiva en base al algoritmo para construir GLUI.
Consideremos la factorizacion del primer cero en C. Si el cero canénico izquierdo en z = ¢;

anula la j-ésima fila de A(z), entonces se cumple

[A(c1)]jx = 0, (5.4.19)
lo cual implica que el vector 171 que satisface

mAc) =0, (5.4.20)

es el j-ésimo elemento de la base elemental de R"*™, es decir, 1 = e;". Luego, el factor

unitario

0 H
Ly(z) = [?71 Ul] h " , (5.4.21)
0 I, |U"

con f1(z) definido en (2.4.14), es diagonal ya que [n; Us| es una matriz de permutacion.
Consideremos ahora la factorizacion del cero en z = ¢5. Siguiendo los pasos del algoritmo

descrito en el Lema 2.5 se tiene que la matriz (Lq(z)A(2))] tiene alguna fila idéntica-

zZ=C2
mente nula. Luego, por un argumento similar al caso anterior, se tiene que 712 es un vector
elemental. Si se sigue este procedimiento hasta el cero en z = ¢,,, se obtiene el resultado

buscado.

([
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5.4.2. Estructura de la solucion centralizada

Con los resultados de la seccién anterior en mente, se puede ahora enunciar un resultado
importante relativo a la estructura del controlador 6ptimo centralizado que provee el mejor

desempeno alcanzable cuando la planta es estructurada [2].

Teorema 5.4 (Propiedades estructurales del controlador éptimo centralizado)
Considérese el problema de limite de desempeno con control centralizado del Lema 4.2 en la

pdg. 54 y su solucidn dada por el controlador optimo Copt(2) en (5.4.2). Entonces:
(a) Si G(z) € RHa NSy, entonces Copt(z) € Sy.

(b) Si G(z) € RH2NS;, entonces Copt(2) € Sy siy sdlo si todos los ceros de FNM de G(z)

son candnicos izquierdos.

(c) En el caso de estructura rala simple, el punto anterior puede ser particularizado mds
atn. Si G(z) € RHa2 N S1, entonces Copi(2) € S1 si y solo si G(z) no tiene ceros de
FNM que son ceros de Ggi(z) con una multiplicidad algebraica mayor a la del mismo

cero en Gre(2).

Demostracion:

(a) Inmediata en base al hecho que el GLUI asociado a un matriz diagonal por bloques,

tiene la misma estructura (con las mismas dimensiones por bloque).

(b) = (<) A partir del Teorema 5.3 se tiene que si todo cero de FNM de G(z) es canénico
izquierdo, entonces £ (z) es diagonal. Usando (5.4.1) se tiene que, como G(z) € S;
y St es estructuralmente cerrado bajo inversién, Qopt(2) € S;. Esto tltimo junto

con (5.4.2) implican que Copt(2) € S;.

= (=) El Teorema 5.1 implica que Qopt(z) € S;. Como S, estructuralmente cerrado
bajo inversién y G(z) € St, se tiene que €g(z) € Si (es decir, el GLUI es triangular).
Por otro lado, las tnicas matrices triangulares unitarias son aquellas diagonales,
por lo que €g(z) € Sq y, con el Teorema 5.3, se concluye que todo cero de FNM

de G(z) es candnico izquierdo.

(c) Directa de la parte anterior y considerando que los tinicos ceros de FNM de G(z) € S;
que no son canénicos izquierdos, son aquellos que son ceros de G (z) con multiplicidad

algebraica mayor que la del mismo cero en Gg(2).
0oo

La primera parte del Teorema anterior es muy simple y, en realidad, son los puntos (b)

y (¢) los més relevantes. Estos resultados indican que si la planta es estructurada, entonces
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las propiedades de sus ceros de FNM (esto es, su porcién no invertible) son cruciales en
la estructura del controlador éptimo. En efecto, si la planta posee ceros de FNM que son
suficientemente simples (0 mds preciso, si son todos candnicos izquierdos), entonces el flujo
de informacion entre las entradas y salidas de la planta es preservado en forma natural
bajo la ley de realimentacién 6ptima. Mas adn, esto significa que si se desea restringir la
estructura del controlador a la misma de la planta y ésta posee sélo ceros de FNM candnicos
izquierdos, entonces la restriccion estructural no afecta al desempeno dptimo. Este fenémeno
es de gran importancia y constituye una de los resultados principales de este trabajo.

Para el caso de ceros de FNM en infinito, estos resultados tienen una interpretacién

clara. Para ilustrar esta idea, considérese

G(z) = €8, (5.4.22)

Es claro que si > 2, todos los ceros de FNM de G(z) son candnicos izquierdos y por ende
Copt(2) en (5.4.2) es de tipo S;. Del mismo modo, si 0 < z < 2, entonces Copt(2) €s un

controlador centralizado. En efecto, consideremos un controlador triangular de la forma

Ci(2) = COnle) 0 , (5.4.23)

021 (Z) CQQ(Z)

el cual de origen a

z 271 1(2 1(2
()| Ci2) L .

YQ(Z) 272021(2’) +271011(Z) 2’72022(2) EQ(Z)

donde E(z) = [E1(2) E3(2)]" = Z{e(t)} e Y(2) = [V1(2) Ya(2)]" = Z {y(t)}. Por otro

lado, considérese un controlador centralizado

Cly = |1 CelB) (5.4.25)

021(2) CQQ (Z)

que da origen a
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Por inspeccion de (5.4.24) y (5.4.26) se puede notar que, bajo el criterio de mantener minimo
el retardo entre la senal de error y la salida, el dnico caso en que elegir Ci2(2) # 0 es
ventajoso es cuando x < 2. Si z > 2 entonces, independientemente de Ci2(z), el retardo
minimo entre e(t) e y(¢) estd fijo y la eleccién natural es C12(z) = 0. Se puede apreciar que
esto es coherente con las condiciones que garantizan que el controlador éptimo Cope(2) es

triangular.

5.5. Conclusiones

La motivacion para restringir la estructura de un controlador MIMO pasa normalmente
por razones tecnoldgicas y/o porque la estructura de la planta induce un determinado flujo
de informacién en el modo como se procesan las variables sensadas para generar las sefiales
de actuacién sobre el proceso.

Es natural pensar que, a medida que la estructura del control es méas simple, el de-
sempefnio 6ptimo alcanzable debe verse afectado. Esto motiva el cémputo de los limites de
desempeno de lazos de control MIMO cuando se imponen restricciones estructurales sobre
el controlador. La principal dificultad de este planteamiento radica en que el problema de
optimizacion asociado es, en general, no convexo, con lo cual su resolucién explicita se com-
plica considerablemente. No obstante, si el CRE posee la propiedad de ser estructuralmente
cerrado bajo inversion y la planta tiene la misma estructura que éste, entonces el problema
de optimizacién cuadrética es convexo y puede ser resuelto con herramientas estandar. Este
resultado aventaja a otro existente en la literatura gracias a la notoria simplicidad en las
condiciones que garantizan la convexidad del problema.

Por otro lado, si la planta es estructurada y pertenece a un CRE estructuralmente
cerrado bajo inversion, entonces existen condiciones bajo las cuales la soluciéon éptima del
problema no restringido del capitulo anterior posee dicha estructura per se. En particular,
se entrega una caracterizacién simple de las plantas en las que este fendmeno ocurre, la
cual depende de la diagonalidad del GLUI asociado. Los resultados indican que si los ceros
de FNM de la planta tienen la propiedad de ser candnicos izquierdos, entonces el GLUI es
diagonal. Este resultado, junto con la demostraciéon de la unicidad del GLUI, es original
dentro de la literatura actual y complementa las propiedades ya conocidas de este tipo de
interactores. Finalmente, poder identificar cudndo el GLUI de un planta es diagonal es de
gran importancia conceptual, ya que en definitiva implica que si dicha planta es restringida
en estructura, imponer las mismas restricciones estructurales sobre el control no tiene ningin

efecto desde el punto de vista del mejor desempeno alcanzable.



Capitulo 6

LIMITES DE DESEMPENO EN
CONTROL RESTRINGIDO

6.1. Introduccidon

Este capitulo trata sobre el computo explicito de los limites de desempeno en el control
con estructura restringida para los casos de interés en esta tesis (Syq, S1 y S¢). Los resultados
se basan en aquellos de [3] y corresponden a una de las contribuciones de mayor importancia
de este trabajo.

Los tnicos resultados reportados en la literatura respecto de limites de desempeno con-
siderando restricciones estructurales en el controlador se encuentran en [47]. En dicho traba-
jo, el autor establece un procedimiento numérico para obtener el mejor desempeno alcanzable
en el contexto de varianza minima para el caso de control descentralizado y suponiendo que
se tiene estabilidad en el lazo. La naturaleza numérica de dichos resultados, al contrario de
los expuestos en este capitulo, no revela cudles son los rasgos dinamicos que tienen un efecto
significativo sobre el desempeno éptimo.

El desarrollo de los contenidos de este capitulo se inscribe dentro del marco de trabajo
definido por los resultados del capitulo anterior, es decir, a fin de garantizar un problema de
optimizacién convexo, se supone que la planta posee la misma estructura que el controlador.
Ademds, en el capitulo anterior se concluyé que si todos los ceros de FNM de la planta tienen
la propiedad de ser candnicos izquierdos, entonces restringir la estructura del controlador
tiene un impacto nulo sobre el mejor desempeno alcanzable. De esta forma, el resultado
fundamental de este capitulo es justamente cuantificar de manera explicita el desempeno
optimo y el controlador que lo logra cuando los ceros de FNM de la planta no tienen

necesariamente dicha propiedad.

73
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6.2. Estructura diagonal por bloques

Si la planta es tal que G(z) € RH2 NSy, entonces la parte (a) del Teorema 5.4 en la pag.
70 indica que el controlador éptimo sin restriccién estructural Cope(z) € Sq. Esto implica
que en este caso no existe deterioro en el desempeno éptimo por el hecho de restringir la
estructura del controlador a una del tipo Sy. Luego, el mejor desempeno alcanzable y el

controlador éptimos estdn dados por los resultados de Lema 4.2 en la pag. 54.

6.3. Estructura rala simple

En esta seccion se considera el caso en que tanto la planta como el controlador son de
la clase S7. Esta estructura es un caso particular de la dada por S; en la seccién siguiente.
No obstante, se incluye en forma separada ya que su simplicidad por sobre el caso trian-
gular entrega una visién més intuitiva sobre la naturaleza de los resultados. Ademas, debe
servir como predmbulo a los resultados para el caso S, que ciertamente tienen un grado de
tecnicismos que pueden oscurecer los aspectos conceptuales importantes. Para facilitar la

exposicién de los contenidos, definase

J1opt = { J, 6.3.1
1opt Q(z)e%%lmmsl ( )

o = { J, 6.3.2
Q1o0pt(2) = arg ontn o (6.3.2)

es decir, Ji opt s el mejor desempeno alcanzable en un lazo con planta y controlador de tipo
S1yQ, Opt(z) es el pardmetro de Youla asociado al controlador 6ptimo que consigue dicho

desempeno. El préximo teorema entrega la solucién explicita para el problema de interés.

Teorema 6.1 (Limite de desempeno en caso ralo simple)
Considérese G(z) € RHa NSy no singular c. e. t. p. y sin ceros sobre la circunferencia

unitaria. Entonces,

(a) El pardmetro de Youla optimo Q1 opt(z) es

Q10pt(2) = diag {[Q10pt(2)],; » [Q10pt (2)]ng s - - -+ Q1 0pt ()], } + (6.3.3)
+ Q1 0pt(z)]kz 1ge, 1<k<n,1<l<n, (6.3.4)
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donde
(Ccu(2)Gu(2) ™" sii AL
(Q1opt(2)];; = : (6.3.5)
Y= [Qopt(2)];  sii=t
Quont(el)y = 3 (Qone(2)),,. (6:3.9)

(b)

j=1
itk

con &g, (2) GLUI de Gii(z), Qopt(2) = (ég(x)G(z))fl, c(z) es un GLUI de G(z) y

la matriz 1gg € C**™ es tal que tiene todos sus elementos nulos salvo el elemento (k,£),

en el cual tiene un uno.

Definase la matriz 2 x 2

. Gu(z) 0
G(Z) = S REQv

Grr(2)

(6.3.7)
Gre(2)

y el conjunto ordenado de ceros de FNM (contando multiplicidades) de G(z) como

C={e1,é9,...,¢n,}

= C‘gé U] {énﬁe+1’ e

(6.3.8)
(6.3.9)

yCnlling e Cnlldne e+1 """ 5 Cnlldng jodn, } ’

donde se considera que el operador unién preserva el ordenamiento y el conjunto C** C ¢
es tal que contiene los n’* ceros de FNM de G(2) que también son ceros de FNM de
Gue(z) ordenados de un modo tal que |&;| < oo para i = 1,2,..., 7%, y r* denota el
nidmero de ceros de FNM finitos en C%; neye es el mimero de ceros de FNM de Grr(2)
que son simultdneamente ceros de FNM de Gye(z) , n.jzy €s el nimero de ceros de FNM

de Gy (z) que no son ceros de FNM de Gie(z).

Entonces, el desempernio optimo Ji opt €s

e 2

Z h(é;) |71 e?

Jlopt = Jopt + ni ey
i=ntltne e+l

, (6.3.10)

donde Jop: es el desemperio optimo sin restriccion estructural en (4.3.15) en la pdg. 55
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1 st ¢c; = 00
he) =4 a2 -1 : (6.3.11)

TR=rE st |ei] < o0
T

Las direcciones 7 se definen como en (2.4.14) en la pdg. 22 con A(z) = G(z) y e;" es

el i-ésimo vector de la base elemental de R™.

Demostracion:

(a) Mediante el uso de la propiedad (A.3.8) de la norma 2, el funcional J puede expresarse
€omo

2

b— GA(Z)Qvec(Z)

z—1

7|

(6.3.12)

donde Q'vec(z) e Cclrtxt y GA(Z) e Cnt)x(n+1) gop

Quee(2) = [Qu(2) Qe Qul) Quonin(s) - Quald) Quul)]

(6.3.13)
Ga(z) = diag {G(2), Grr(2)}, (6.3.14)
y b e CtDX1 eg tal que
1 ii#k
by = stizgk (6.3.15)
0 sit=k

Dado que la matriz aumentada G 4(z) es diagonal por bloques, entonces la matriz

§ca(2) = diag{€a(2), {ayi (2)} (6.3.16)

es un GLUT asociado a G o(z). Si se introduce este GLUI en (6.3.12) el funcional resulta

2

: (6.3.17)
2

£GA (Z)b - éA(z>Qvec(Z)
z—1

J:‘
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donde G 4(z) = g, (2)Ga(z). Una descomposicién ortogonal de la forma (2.3.1) en la

pag. 16 aplicada a la tdltima expresién da origen a

2
g Eg.(2)b—D n b— Ga(2)Quec(?) (6.3.18)
z—1 z—1
ERHé' ERH2 2
9 -
_ Mb b— Ga(2)Quec(?) (6.3.19)
z—1 9 z—1 9

Luego, el vector 6ptimo Qqecopt(2) que minimiza a J es tal que minimiza el segundo
sumando de (6.3.19), es decir

Q'uec opt(z) = arg ngc(rnz)igR'Hm J (6320)
=Ga(2)7'b. (6.3.21)

Dado que G’A(z) es bipropio y de FM, entonces C:‘A(z)’1 € RH. Esta eleccién para
Quec opt (%) anula el segundo sumando de (6.3.19) y, como C:‘A(I)QveC opt(1) = b, garan-

tiza que la norma esté bien definida.

Gracias a la definicién de b junto con (6.3.16) y la solucién éptima no restringida Qopt(2)

dada en el Lema 4.2 en la pag. 54, los elementos de Quec opt(2) son

n

[Q1opt(2)];; = Z [Qopt(2)];;,  i=1,...,n, i #k, (6.3.22)
[Q1 0pt(2)] 11 = (€ (2)Grr(2)) 71, (6.3.23)
[Ql Opt(z)]kg = Z [Qopt(z)]k.j . (6.3.24)

Se puede obtener una caracterizacién més precisa de [Q1 opt (2)],; si, usando la propiedad

(A.3.8), se escribe el funcional como

. |e@-6e) [Q“(ﬂ

_ - 1- Gu(Z)Qn(Z) Qkf(z)
il
J 2

donde G(z) se define como en (6.3.7). En efecto, usando la parte (b) del Lema 4.2 para
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el término J' en (6.3.25) se tiene que

[Ql opt(z)]ii = <£G7.7. (z)GiZ(Z))il , =1, 0, 7é l, (6326)
con lo cual se obtiene el resultado buscado.

El valor minimo de J’, J/ ., se puede obtener directamente de la parte (b) de Lema 4.2

opt>
como
n |2 _ 1
Tope=>_ | d"+ Z , (6.3.27)
e
donde d* el es niimero de ceros en infinito de Gy;(2) y {ql NV qu} es el conjunto

de ceros de FNM finitos de G;;(2).

De manera similar, el costo éptimo correspondiente a J” se puede calcular a partir de

la parte (b) del Lema 4.1 en la pag. 53 con v = e1? como

2
mHef‘ , (6.3.28)

Ty = Zh(@-)
=1

donde el conjunto ordenado de ceros de FNM de G(z) se define en (6.3.9). Notando
que los primeros n ¢ 4 nege ceros de FNM en C son canénicos izquierdos, por el Lema

5.3 en la pag. 69 se concluye que 7; = e1 para 1 = 1,--- ,nc y que 1); = 62 para
= nﬁe +1,--- ,nﬁe + nere. De este modo resulta
nﬁ[ n +ncke e 2
T, = Zh(é 3w | ‘ + Y h@) mHei‘ . (6.3.29)
=1 i=nff+1 i=nfl4ncge+1

=0

Luego, si se reemplaza (6.3.27) y (6.3.29) en Jy opt = J5p; + Joyt, €l costo Optimo puede
ser expresado de una manera tal que se reconoce el desempeno éptimo no restringido
Jopt €n (4.3.15) como

n

|q -1 ey |g; f| - 1 e o | H 2
Ji opt = Z du + Z Hy = “‘2 +d Z % €|2 Z h(CZ) 7 6%‘
! i=nffdn, e+l

Jopt

(6.3.30)

(]
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El resultado del teorema anterior permite calcular el controlador tipo &; éptimo para
una planta del mismo tipo dada mediante la expresién (6.3.4). Esta relacién es particular-
mente simple ya que Q1 opt(2) se expresa en términos de la solucién éptima sin restriccién
estructural Qopt(2). Para aclarar esta idea, en el siguiente ejemplo se computa el pardmetro

de Youla ralo simple que logra el desempeno 6ptimo para una planta rala simple 4 x 4.

Ejemplo 6.1: Considérese el sistema descrito por su matriz de transferencia

G11(2) 0 0 0
G —| O G=G 0 0 les. (6.3.31)
0 0 G33(Z) 0

0 G42<Z) 0 G44(Z)

Supongase que se calcula el dptimo no restringido usando (4.3.13) de modo tal que su ele-
mento (i,7) se denota por Q;;(z). Entonces, en este caso k =4, £ = 2 y de acuerdo a la

parte (a) del Teorema 6.1 el pardmetro de Youla restringido en estructura dptimo es

(gGu(z)Gll('z))il 0 0 0
_ 0 Qb (2) 0 0
Qo) = 0 0 (6o (2)Gas(2) 0 ’
0 Qix(2) 0 (£Gua(2)Gaa(2)) ™!
(6.3.32)
donde
Q%z(z) = Q21(2) + Qa22(2) + Q23(2), (6.3.33)
Qiz(2) = Qu1(2) + Qua(z) + Qus(2). (6.3.34)
|

Por otro lado, la parte (b) del Teorema 6.1 entrega una forma explicita para el valor 6ptimo
de J cuando G(z) € 81 y Q(z) € 81, es decir, provee una expresién analitica para el mejor
desemperio .J alcanzable en el control ralo simple con integracién! de una planta rala simple
estable. Tal como se aprecia en (6.3.10), dicho limite de desempefio depende de los ceros de
FNM de la matriz G(z). No obstante, como todo cero de FNM de G(z) es también cero de
FNM de G(z), esto significa que en (6.3.10) los ceros de FNM de la planta que son cercanos
a z = 1 son los més daninos en términos del desempenio 6ptimo alcanzable. Esto es coherente
con resultados previos [11-13] que no consideran restricciones estructurales y, para dar una

discusién més acabada sobre este hecho, el préximo corolario enuncia algunas consecuencias

LEl controlador tiene integracién en forma garantizada ya que Q1 opt(1) = G~1(1).
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inmediatas del Teorema 6.1.

Corolario 6.1 (Deterioro en desempeno para caso ralo simple)
Considérese G(z) € RHa NS no singular c. e. t. p., sin ceros sobre la circunferencia

unitaria y la notacion y resultados del Teorema 6.1. Entonces:

(a) El costo extra que se origina por el hecho de forzar C(z) € Sy es

AJl = Jlopt - Jopt

S oy a2
= > @) | el‘ (6.3.35)
i=nftncpe+l
(b) AJy =0 si y sdlo si todo cero de FNM de G(z) es candnico izquierdo.
(¢) Sin.z =1, entonces
ATy = h(én)B(En), (6.3.36)
donde
. 2
Gkg(z)
éu(z)
B(2) - 5 (6.3.37)
o |Grelz
0 (2
con
Guu(2) = €, (2)Gu(2), (6.3.38)
Grelz) = €8 (2)Gre(2), (6.3.39)

donde £ (2) es un LUI para Gre(z) asociado a aquellos ceros de FNM de Gre(z) que

también son ceros de Gy (2).

Demostracion:
(a) Directa del Teorema 6.1.
(b) = (<) Sitodos los ceros de FNM de G(z) son candénicos izquierdos, entonces n 5, = 0

en el Teorema 6.1 y por ende 7, = n’ +n. . Esto implica que la suma en (6.3.35)

no contiene términos y en consecuencia AJ; = 0.

= (=) Si AJ; = 0 entonces 7; = e2? = [0 l]T, Vi =nf +nepe + 1,0 + nege +
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2,...,ne. Definase la matriz diagonal

Li(z) = (z = &)1 - &)
1 0 0 1 1 0

o o 1
: (6.3.40)

De acuerdo al Lema 2.5 en la pag. 22, f/,(z) factoriza el cero en z = ¢; en é(z),

por lo que el factor unitario

nt4ncpet+1

&= JI L=, (6.3.41)

1=T¢

es un LUI para é(z) que factoriza todos los ceros é&; con i = n + negpe + 1,05 +
Nege+2, ..., 7. La diagonalidad de cada factor f}l(z) implica que f(z) es diagonal
y, por el Teorema 5.3, se tiene que necesariamente los ceros de FNM ¢;, Vi =
nﬁf 4+ Nege + 1, nﬁf 4+ nege +2,..., 1 son candnicos izquierdos. Finalmente, como
los tinicos ceros de G(z) que aparecen en la suma (6.3.35) son aquellos que no son
canénicos izquierdos y todo cero candnico izquierdo de é(z) es también canodnico
izquierdo de G(z), se concluye que todos los ceros de FNM de G(z) deben ser

canénicos izquierdos.

(c) Sea la matriz £ (z) el LUI para G(z) asociado a los primeros nt’ + n ceros de FNM

en C. Entonces,
5’63(2)@(2') = diag{Gye(2), 85 (2)Grr(2)} + Gre(2)121. (6.3.42)

Dado que n.;, = 1, para construir un GLUI asociado a G(z) s6lo hay un cero de FNM
(con multiplicidad algebraica uno) que resta por ser factorizado. Dicho cero estd en

z =cp, v es tal que

Mhe = 717——= -—. (6.3.43)

Con el uso de AJy in (6.3.35) y la definicién de (z), el resultado procede.

([
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La primera parte del Corolario 6.1 indica que el deterioro en el desempeno 6ptimo pro-
ducto de las restricciones estructurales impuestas sobre el controlador depende tanto de
aquellos ceros de FNM de G(z) que no son canénicos izquierdos? como de las direcciones
;. Esto dltimo es un resultado muy importante, ya que indica que el deterioro en de-
sempeno con respecto al caso centralizado es altamente dependiente de ciertos rasgos de
direccionalidad de los ceros de FNM no canénicos izquierdos. En efecto, se enfatiza que el
desempeno éptimo para el caso centralizado, Jop¢, no depende de ningin tipo de direccién.
Esto significa que la presencia de dichos rasgos direccionales en la solucién 6ptima del pro-
blema restringido surge tnica y exclusivamente por el hecho de forzar una estructura sobre
el controlador. Este fenémeno es definitivamente uno de los resultados més importantes de
este trabajo de tesis y serd explorado con maés detalle en la préxima seccién para el caso de
estructura triangular.

Por otro lado, la parte (b) del corolario anterior concuerda con lo visto en el Teorema
5.4 en la pag. 70, ya que si todos los ceros de FNM de la planta son candénicos izquierdos,
entonces la solucién éptima no restringida, Qopt(%) tiene estructura rala per se, por lo que
forzar estructura sobre el controlador no deteriora el mejor desempeno alcanzable.

Considérese ahora el caso en que sélo hay un cero de FNM en G(z) que no es candénico
izquierdo, esto es, de acuerdo a la notacién del Teorema 6.1 n.z, = 1. En dicha situacién, la
parta (c) del Corolario 6.1 dice que el efecto de este cero de FNM tiene un efecto reducido
en el costo extra AJy si |Gre(cn, )| << |Gu(cn,)|. Esto es razonable ya que esta desigualdad
es una medida del grado de dominancia diagonal [33,56] de la planta y, como todos los ceros
de FNM de una planta diagonal son candnicos izquierdos, es coherente con los resultados
de la parte (b). Ademds, se puede notar que el efecto de dicho cero serd considerable si

|Gre(ca.)| >> |Gulca.)|, lo cual también es razonable por argumentos similares.

6.4. Estructura triangular

En esta seccion consideraremos el caso en que tanto el controlador como la planta estan
restringidos a ser de tipo triangular. A fin de exponer los contenidos de una manera andloga
al caso S, definase el desempeno y parametro de Youla éptimos para el caso de control

triangular como

Jtopt = min J (641)
Q(2)ERHocNS:
Quopt(z) =arg | min ] (6.4.2)

El resultado principal de esta seccién necesita la idea de submatrices asociadas a una matriz

de transferencia. A continuacién se da una definicién precisa de este concepto.

2BEs decir, los ceros de FNM de G (z) que tienen una multiplicidad algebraica mayor a los mismos en
Gre(2).
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Definicién 6.1 (Submatriz ¢ de una matriz de transferencia)
Sea A(z) € C"*™, entonces se define la submatriz £ asociada a A(z) como la matriz Ag(z)
de tamario (n — €+ 1) x (n — 0+ 1) tal que

[Ae(z)hj = A(i+g_1)(j+g_1)(z), Vi<n—{0+1,Vj<n—{+1. (6.4.3)

Noétese que de acuerdo a esta definicién se tiene que A1(z) = A(z) y An(2) = Apn(2).

El teorema expuesto a continuacién provee la solucion explicita al problema en cuestién,
entregando el limite de desempeno para el control triangular de plantas triangulares estables.
Debe notarse que la demostracién de este importante resultado sigue lineas similares al caso
81 pero con algunos aspectos técnicos adicionales (en especial en su segunda parte), por lo

que se sugiere al lector usar la demostracion del Teorema 6.1 como guia.

Teorema 6.2 (Limite de desempeno en caso triangular)
Considérese G(z) € RHa NS no singular c. e. t. p. y sin ceros sobre la circunferencia

unitaria. Entonces,

(a) El pardmetro de Youla dptimo Q¢ opt(2) €s
Qtopt(z) = Zdiag {Oi—l, éi(z)fl} 1, (6.4.4)
i=1

donde G;(2) = €¢,(2)Gi(2), €a,(2) es el GLUI de Gi(2) y Gi(2) es la submatriz i de
G(z).

(b) Definase el conjunto ordenado de ceros de FNM (contando multiplicidades) de Gy(2)
como
ntt

ctt = {c{{céﬂ Ll } (6.4.5)

y, considerando que los ceros de FNM de una matriz triangular estable son los ceros de
FNM de los elementos de su diagonal, definase el conjunto ordenado de ceros de FNM

(contando multiplicidades) de Gg(z) como
ok = {c’f,c’g, . .,ckk} (6.4.6)

=Jc" (6.4.7)

donde se considera que el operador union preserva el ordemamiento. Entonces, el de-
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semperio Optimo Jyope €S

2
kel en—ktt|” (6.4.8)

n
Jtopt = Jopt+z Z h(Cf)

k=1 i=nkk+1

donde h(-) se define como en (6.3.11) y las direcciones 171." se definen como en (2.4.14)
en la pdg. 22 con A(z) = G(z).

Demostracion

(a) Con el uso de la propiedad A.3.8 de la norma 2, el funcional puede expresarse como

2

; (6.4.9)

A - GA(z)Qvec(Z)
z—1

7|

A == |:e;7' e;l_l ce. ei:| 5 (6410)

Qvec_[@ll(z) Q21(2) -+ Qni(2) Q2(2) Q@32(2) -+ Qna(2) -+ Qual(2)

(6.4.11)

Ga(z) =diag{G1(2),G2(2),...,Gn(2)}. (6.4.12)
Dado que G a(z) es diagonal por bloques, la matriz

gGA (Z) = diag {€G1 (Z)7 EGz (Z)v s ’an (Z)} ) (6413)

es el GLUI de la matriz aumentada G a(z). Siguiendo un procedimiento similar al del

Teorema 6.1, (6.4.9) se puede escribir como

2 A — GA(Z)Qvec(Z)

z—1

, (6.4.14)
2

J2H5A<z>A—A
z—1

2

donde G 4(2) = &g, (2)Ga(z). Luego, el vector 6ptimo Quee opt(z) que minimiza .J es

tal que minimiza al segundo término de (6.4.14), esto es

Qvecopt(z) = GA(Z)71A~ (6415)

Esta eleccién para Quecopt(z) anula el segundo término de (6.4.14) y, notando que
G’A(l)Qvec opt(1) = A, garantiza que la norma estd bien definida. De este modo, el he-

cho que éA(z) es bipropia y FM implica que Quecopt(2) € RHoo, con lo cual Q¢ opt(2)
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puede ser reconstruido a partir de los elementos de Quecopt(z) como
-1
Qtopt(z Zdlag { i-1, G (2)} 14, (6.4.16)

donde la matriz 1;; € C™*" tiene todos sus elementos nulos salvo el (i,7), en el cual

tiene un uno.

(b) A partir de (6.4.14) se tiene que

2

1
Jiopt = H {€a(z) —I}A (6.4.17)
z—1 5
Luego, usando (6.4.11) y (6.4.13), el costo éptimo puede ser escrito como
n—k+1
Jropt = 1; ~ 1 Ean(2) — I} ey + ) (6.4.18)
Topt
= Z ‘]tkopt (6419)

=~
Il

1

De manera anéloga al caso ralo, el GLUI &g, (z) puede ser construido usando el orde-
namiento de los ceros de FNM definido por el conjunto C*¥ en (6.4.7). De este modo, el
k-ésimo costo ptimo en (6.4.19) se puede calcular usando el Lema 4.1 en la pag. 53 con

n—k+1
v=e; como

ey Rt | , (6.4.20)

topt Zh

Aislando los primeros n** términos en (6.4.20), es decir, todos los términos que involu-
cran a los ceros de FNM en C** (ceros de FNM de G} (2)), se obtiene

ey et | (6.4.21)

7: I

topt - Zh

kH k+1
A 5 )

1=nkk41

donde la segunda sumatoria est4 bien definida ya que cuando n** = n*, entonces i > nk*

y la suma no contiene términos.

El ordenamiento en C* implica que en la construccién del GLUI para G (z) primero se
factorizan los ceros de FNM de Gi(z) que también son ceros de [G(2)];; = Gri(2),
luego secuencialmente factorizamos los ceros de G (2) que también son ceros de [Gk(2)],,

[Gr(2)]335 - [Gr(2)] -k t1)(n—tt1)- Como cada submatriz G (z) es triangular, es-
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to implica que los primeros n** ceros de FNM en C*¥ son tales que [G’;@(cf’“)]hk =
[Gk(cf)]l* = 0,Vi = 1,2,...,n"% es decir, son candnicos izquierdos y anulan la

C )

primera fila de Gi(z). Gracias al uso del Lema 5.3 en la pag. 69, lo anterior signifi-

ca que n¥ = eP 7T Wi=1,2,... . n}* por lo que (6.4.21) se reduce a

topt Z h‘ Z h |nz e;l_k+1|2' (6422)

i=nkk41

Reemplazando (6.4.22) en (6.4.19), el costo minimo total resulta

me—ZZh )+ Z h(eh)mp " e TR, (6.4.23)

k=11i=1 k=1i= nkk+1
Con la definicién de h(cF) en (6.3.11) y notando que c¢f = c¥* Vi = 1,2,...,nk* se
tiene
e r* kk|2 ~1
> h(ck) =d* + Z [T (6.4.24)
i=1
donde d** es el ntimero de ceros en infinito de Gy, y {ql g5k q kk} es el conjunto

de ceros de FNM finitos de Gy (z). Finalmente, reemplazando (6.4.24) en (6.4.23), el

costo 6ptimo sin restriccién estructural Jop; en (4.3.15) se puede reconocer como sigue

Tyopt = Z <dkk Z || kk|2> +Z Z h(c kHen k12 (6.4.25)

k=14i=nkk+1

_d+z IQZ Z|2 +Z Z h kH n k+1|2 (6426)

k=14i=nkk+1

Jopt

donde d es el nimero de ceros en infinito de G(z) y el {q1,q2, .., ¢} es el conjunto de
cero de FNM finitos de G(z).

oo

El resultado del Teorema 6.2 es bastante potente, ya que ademas de entregar una expre-
sién analitica para el parametro de Youla triangular éptimo, cuantifica de manera explicita
el mejor desempefio alcanzable en control triangular con integracién® de plantas triangulares

estables. La discusién relativa a este resultado procede por partes y, en primera instancia,

3El controlador tiene integracién en forma garantizada ya que Q¢ opt(1) = G~1(1).
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nos ocuparemos de estudiar el modo en que se construye la solucién Q¢ opt(z). A continua-
cién se expone un ejemplo ilustrativo respecto a este punto en el cual se replican algunos de

los pasos de la demostracién de la parte (a) del Teorema 6.2 para un caso en particular.
Ejemplo 6.2: Considérese G(z) € St N RHa dada por
Gl 1 (Z) 0 0

G(z) = [Ga1(2) Gaa(z) 0 . (6.4.27)
Gs1(z) Gs2(z) Gs3(2)

Si el pardmetro de Youla que garantiza que C(z) es un controlador admisible con estructura

triangular se define como

Qll(z) 0 0
Q(2) = [Q21(2) Qa(2) 0 € RHoo, (6.4.28)
@31(2) Q32(2) Qz3(2)

entonces el funcional de costo J puede expresarse como

2
1] [Guz) o 0 0 0 0 | [ou@]
0 G21(z) Gaa(z) 0 0 0 0 Q21(2)
7 0| |Gsi(2) Gsa(z) Gas(z) 0 0 0 Q31(2) 1
1 0 0 Ga2(2) 0 0 Qunz)| | z—1
0 0 0 Gs2(z) Gs3(2) 0 Q32(2)
1l oo 0 0 0 0 Gas(2)| |Qas(2)]
-~ -
A Ga Quec(2) 2
(6.4.29)
Con el uso de (6.4.15) se tiene
-1
§ci(2) 0 0
Quecopt(2) = 0 €a,(2) 0 | Ga(z) A (6.4.30)
0 0 &c.(2)
Ga(z)
[(G1(2)~! 0 0
= 0 Ga(z)! 0 A, (6.4.31)
L 0 0 Gs(z)™
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donde 0 denota la matriz nula de dimensiones apropiadas y €, (2), €c,(2) ¥ €as(2) son
GLUI de

GQQ(Z) 0

Gil2)=GR), Gl =0 )

5 G3(Z) = Ggg(z), (6432)

respectivamente. El pardmetro de Youla dptimo puede ser reconstruido usando (6.4.4)

10 0
Qiopt(2) =G1(2)™ |0 0 0O +
000

0
0
0

o = O

Tal como el ejemplo anterior deja de manifiesto, la forma como se construye Q¢ opt(2)
en el Teorema 6.2 tiene cierto grado de secuencialidad. En efecto, a partir (6.4.4) se puede

notar que

[Qtopt(2)],,,, = (€c,(2)Gn(2) ", (6.4.34)

El lado derecho de la expresién anterior es la solucién éptima Qopt(z) para el problema
sin restriccién estructural del Lema 4.2 asociado a la matriz de transferencia G, (z). Luego,

como G, (%) siempre es escalar, esto indica que [Q¢ opt(2)], . debe ser elegida de modo tal de

nn

minimizar la funcién de sensibilidad de un lazo SISO con integracién en torno a Gy, (z). Un
andlisis similar indica que, por ejemplo, el vector [[Qt opt(z)](nfl),(nfl) [Q: Opt(z)}ny(nfl)}
debe ser elegido idéntico a la primera columna de la solucién éptima no restringida Qopt (%)
del Lema 4.2 asociada a la submatriz G,—1(z). Repitiendo este andlisis para las demds
columnas de Q¢ opt(2), la secuencialidad en su construccién se hace evidente. En el Proce-
dimiento 1 del capitulo siguiente se entregara una descripcién mas formal de esta idea al
formular un algoritmo de diseno de controladores triangulares.

Una caracteristica muy interesante de este fenémeno es que sugiere un orden en la se-
cuencia de construccién de Q¢opt(z) que es contrario a aquel propio de los métodos de
disefio MIMO secuencial clasicos [63-66]. De hecho, estos métodos indican que si la planta
es triangular y se desea un controlador con la misma estructura, entonces el diseno debiera
elegir [Q¢opt(2)];; dependiente sélo de G11(z). No obstante, a la luz de (6.4.34) y los co-
mentarios recién hechos, es claro que el Teorema 6.2 sugiere algo distinto, es decir, que
[Qt opt(2)],,,, es el que debe ser elegido dependiente s6lo de G, (2) ¥ que [Q¢ opt(2)];, debe
elegirse considerando todos los elementos de la planta. La diferencia entre los dos enfoques

surge del hecho que para un sistema triangular, la n-ésima entrada afecta sélo a la n-ésima
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salida, de modo tal que la unica porcién del controlador que puede ser elegida sin afectar
las demds dindmicas es aquella relacionada con el elemento (n,n) del pardmetro de Youla.
Esto indica que, desde la perspectiva de la optimalidad, la eleccién clésica en la secuencia
de diseno puede no ser la mas apropiada y puede ser la razoén por la cual los métodos de
diseno secuencial clasicos normalmente requieren de procedimientos iterativos.

Por otro lado, de acuerdo a los resultados del Teorema 5.4 sabemos que si la planta
es triangular y todos los ceros de FNM de la planta son canénicos izquierdos, entonces la
solucién del problema no restringido es triangular en forma natural. Este hecho, al igual que
para el caso de estructura rala simple, se relaciona con la forma del desempeno éptimo en

(6.4.8) y se explora en detalle en el siguiente corolario.

Corolario 6.2 (Deterioro en desempeno para caso triangular)
Considérese G(z) € RHoo NSt no singular c. e. t. p., sin ceros sobre la circunferencia

unitaria y la notacion y resultados del Teorema 6.2. Entonces,

(a) El costo extra que se origina por el hecho de forzar C(z) € S; es

AJy=J; opt — Jopt (6435)
noonk ; ,
=>0 D> W) |y (6.4.36)
k=1i=nkk+1

(b) AJ, =0 siy sdlo si todo cero de FNM de G(z) es candnico izquierdo.

Demostracion:

1. Directa del Teorema 6.2.

2. = (<) Sitodos los ceros de FNM de G(z) son candnicos izquierdos entonces todos los
ceros de FNM de cada submatriz Gg(z) con k = 1,2,...,n son también candnicos
izquierdos. Por el Lema 5.3 en la pag. 69 esto significa que las direcciones nf son
todas elementales. En particular, se tiene que

ny eP R vi=pkk 1 nkk 2 0k (6.4.37)

c?
lo cual implica que n¥ L ep Tkt y ane’f—k"'l = 0 para todo i = n¥* + 1, nkk 4+
2,...,n¥. Luego, de acuerdo a (6.4.36) se obtiene AJ; = 0.

= (=) Si AJ; = 0 entonces por (6.4.36) necesariamente se debe cumplir que

nk L e M vi=nkk 1k ok (6.4.38)

(&)
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Definase el factor unitario

(- z&k)(1—cb)

k =k 0 77%3H
LF(z) = [ni“ Uik] (z =) —&") Col (6439)
0 I(n—k)(n—k) Uf

donde Uf es tal que la matriz [p¥ UF] es unitaria. De acuerdo a (6.4.38), la
direccién nf es elemental Vi = n** +1,n*¥* 12, ... n¥* por lo cual [nf Uﬂ es una
matriz de permutacién y, entonces, Lf (z) es diagonal. Esto implica por el Lema 2.5

que la matriz unitaria

nkarl

)= [ Lk (6.4.40)

es un LUI diagonal para G (z) asociado al conjunto de ceros de FNM {cnlgkﬂ, Crik 12,
ceey Cn’g} y, por el Teorema 5.3, se tiene que todos los ceros de FNM en dicho con-
junto son canonicos izquierdos Vk. En particular esto es valido para k = 1 y, dado
que G1(z) = G(z), se concluye que todos los ceros de FNM de G(z) son candnicos

izquierdos.
00O

La cantidad AJ; en el Corolario 6.2 es una medida del deterioro en desempenio que se
produce por restringir la estructura del controlador a una triangular. Tal como la parte (b)
de este corolario deja de manifiesto, dicho deterioro depende sélo de los ceros de FNM de la
planta que son candnicos izquierdos y de ciertas direcciones asociadas. Esto es consistente con
lo expuesto por el Teorema 5.4 respecto de la influencia de este tipo de ceros en la estructura
de la solucién 6ptima no restringida. Una discusién més acabada de la dependencia de AJ;
con respecto a los rasgos dinamicos de la planta se presenta a continuacién. Nétese que

todos los comentarios que prosiguen se aplican también al caso &1 de la seccién anterior.

(a) Los tdnicos ceros de FNM que degradan el mejor desempeiio alcanzable con respecto al
caso centralizado son aquellos que no son canénicos izquierdos. En efecto, sea z = ¢; un
cero de FNM canénico izquierdo que anula la j-ésima fila de G(z). Dicho cero de FNM
también serd candnico izquierdo para las submatrices Gg(z) con k = 5,5+ 1,...,n.
Luego, como AJ; en (6.4.36) depende sélo de aquellos ceros de FNM de Gg(z) que no
son ceros de Gy (2), si para un k fijo el cero en z = ¢; es tal que j = k, entonces su
influencia en AJ; es nula ya que ¢; no aparece en la suma. Por el contrario, si j > k,
entonces el cero aparece en AJy, pero la direccién asociada es tal que nf 1 e;’_k-"l,

con lo cual su contribucién al costo extra también es nula.



6.4. ESTRUCTURA TRIANGULAR 91

(b) La forma de h(c¥) indica que los ceros de FNM no canénicos izquierdos més dafiinos para
el desempeno 6ptimo son aquellos que se ubican cercanos a z = 1. Esto es tiene sentido
a la luz de resultados previos en [11-13] que no consideran restricciones estructurales

sobre el controlador.

(c) Las direcciones ni.“ limitan el desempeno dependiendo de cuén alineadas estén con el
vector elemental e?_k+1. De hecho, dado que las direcciones nf estan asociadas a
cada submatriz Gg(z), se hace evidente que éstas condensan informacién relativa a la
interaccién dindmica entre los distintos subsistemas definidos por Gg(z). Esto implica
que, en definitiva, el nivel de interacciéon dindmica de la planta puede afectar severamente
el desempeno del lazo. Debe senalarse que esta afirmacion debe verse reflejada en los
factores que aparecen en nf al ser calculada de forma explicita. No obstante, la forma
general de las direcciones 772“ es muy complicada de manejar. A fin de dar claridad a
este punto puede examinarse la expresién en (6.3.43), en donde se calcula la direccién
explicita para el caso ralo simple suponiendo que la planta tiene sélo un cero de FNM

no canonico izquierdo.

(d) Tal como se menciona para el caso ralo simple, el hecho que AJ; depende de aspectos
direccionales condensados en nf es una caracteristica de alta importancia conceptual
para los objetivos de esta tesis. Dado que el desempeno éptimo sin restriccion estructural,
Jopt, depende sélo de la ubicacién de los ceros de FNM, es evidente que la influencia de
nf aparece exclusivamente al hecho de restringir estructura sobre el controlador. Esto es
un rasgo propio del control restringido en estructura que no esté presente en el control

centralizado.

Para ilustrar los aspectos relevantes de la discusién anterior, en el préximo ejemplo se
calcula en forma explicita el deterioro en desempeno producto de la restriccién estructural
para una planta 2 x 2. Ademds, el ejemplo debe servir para aclarar la relacién entre el costo

extra y las direcciones nf.

Ejemplo 6.3: Supongase que se desea calcular el desempenio optimo para el control trian-

gular de una planta triangular estable dada por

G(z) = z , (6.4.41)
V2241 22 22

donde |a| > 1y

by/2a% — (20262 — 1) — 1
=«

¢ 20202 — 1

, (6.4.42)
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con b arbitrario. En esta situacion, si We y W, denotan los gramianos de controlabilidad
y observabilidad asociados a Ga1(z) [34,67], entonces la cantidad traza {W.W,} = 1. De
acuerdo a [34], si se usa la Matriz de Participacion (MP) como medida de interaccion
dindmica, lo anterior implica que para un valor de « fijo, el grado de interaccion entre
G21(2) y las demds dindmicas en G(z) es independiente de b.

Este sistema tiene un cero en infinito (con multiplicidad algebraica dos) y un dnico cero
de FNM finito en z = «. Se sugiere al lector verificar que el cero en infinito es canonico

izquierdo y entonces, su efecto en el costo extra es nulo. El uso directo de (6.4.36) indica

que
AJy = m néHeﬂQ, (6.4.43)
donde
b 1

1= E— 6.4.44

El costo extra puede ser expresado en términos del cero de FNM finito y del dngulo 6 entre

N3 y €3, es decir

olaf® —1

AJ; = (cos(6)) 1o’

(6.4.45)
donde cos() = b/(v1+b2). Por otro lado, usando (4.3.15) en la pdg. 55, el desempetio

Optimo sin restricciones estructurales es

lof* —1

Jopt =24+ ——.
ort Jr|1—o¢|2

(6.4.46)

En la Fig. 6.1 se muestra la grdfica del costo extra relativo, 100 - AJy/Jopt, en funcion del

cero en « y el dngulo 6.
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6.1

(a)

(b)

(c)

(d)

100

100:4 J
8

oo

10 100 09

Figura 6.1. Costo extra relativo para planta del Ejemplo 6.3 en funcién de « y 6.

Se pueden extraer algunas conclusiones importantes a partir de los resultados de la Fig.

, a saber:

Tanto AJy como Jope pueden tomar valores arbitrariamente grandes a medida que el
cero de FNM no candnico izquierdo se acerca a z = 1. Esto implica que el costo extra
relativo AJy/Jopr también crece a medida que o — 1, pero permanece acotado tal como
indican (6.4.45) y (6.4.46). Una excepcion a esto es cuando 0 = w/2, es decir b =10, y

entonces el cero en z = « es candnico izquierdo, por lo que AJ; = 0.

Del mismo modo, se puede notar que para valores de 0 relativamente grandes, por ejem-
plo 8 = 70°, la influencia del cero en z = « en el costo extra relativo es pequena incluso
para o — 1. Esto pone en evidencia que 0 puede atenuar considerablemente el efecto
danino de los ceros de FNM cercanos a z = 1 sobre el deterioro en el desempeno optimo

respecto del caso centralizado.

Para un cero suficientemente alejado del disco unitario, por ejemplo o = 8, el costo
extra depende fuertemente del dngulo 6. En efecto, si o — oo entonces AJy depende

solo de 0 y alcanza el 33% en el peor caso.

Las afirmaciones previas indican que el grado de alineacion de né con €3 medido en

términos del dngulo 0 puede tener un impacto no menor en el desempenio alcanzable. Esta
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conclusion puede ser generalizada y revela un nuevo rasgo dindmico que puede limitar
en forma severa el desempeno dptimo. Esto es una caracteristica propia del control
restringido en estructura y marca un diferencia clara con respecto al caso centralizado
del Capitulo 4.

6.5. Conclusiones

Los desarrollos de este capitulo se han enfocado basicamente a obtener expresiones ex-
plicitas para el desempeno éptimo en lazos de control MIMO cuando tanto el controlador
como la planta poseen una estructura restringida. En el caso de un estructura diagonal por
bloques, se ha visto que el controlador éptimo centralizado es también diagonal por blo-
ques, por lo que las restricciones estructurales sobre éste no tiene impacto en el limite de
desempeno.

Por otro lado, para el caso ralo simple y triangular se cuantifica el deterioro en el de-
sempeno 6ptimo con respecto al caso centralizado producto de la restriccion estructural
sobre el controlador. Los resultados son coherentes respecto del capitulo anterior, ya que si
la planta posee sélo ceros de FNM candnicos izquierdos, las expresiones obtenidas indican
que forzar estructura sobre el controlador no tiene efecto alguno sobre el mejor desempefio
alcanzable. Ademaés, queda de manifiesto que el hecho que un cero de FNM sea candnico
izquierdo es un fenémeno que tiene implicancias importantes. En efecto, los inicos ceros de
FNM que contribuyen al deterioro en desempeno son aquellos que no son canonicos izquier-
dos.

Un aspecto de importancia fundamental es que la influencia de los ceros de FNM no
canénicos izquierdos se manifiesta no sélo por su cercania a z = 1, sino que ademas por
ciertos rasgos direccionales que se relacionan con el grado de interacciéon dinamica entre los
subsistemas que conforman a la planta. Esta direccionalidad es la que en definitiva cuantifica
cuan lejos estd el cero de ser canodnico izquierdo. Dado que el desempeno éptimo centralizado
depende sélo de la ubicacién de los ceros de FNM, esta caracteristica marca una diferencia
radical con respecto al caso de control centralizado y surge tinica y exclusivamente por el
hecho de restringir la estructura del controlador. De hecho, este fenémeno puede ocasionar
que ceros de FNM cercanos a z = 1 sean muy dafinos para el desempefio éptimo (como es
usual), pero no necesariamente para el deterioro de éste con respecto al control centralizado.
Cabe senalar que en la literatura actual no existen resultados de tipo analitico relativos a
limites de desempeno en control con estructura restringida, por lo que nuestros resultados
constituyen una contribucién importante al area.

Finalmente, se deja en evidencia que la construccién del pardmetro de Youla éptimo

de estructura triangular tiene caracteristicas que recuerdan a las metodologias clasicas de
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diseno MIMO secuencial. No obstante, se puede notar que el orden de la secuencia sugerido
por la solucién éptima del problema de limites de desempeno es distinto al tradicional. Esto
es un resultado potente que refleja las ventajas de optar por procedimientos explicitos en la
resolucién del problema de optimizacién por sobre metodologias numéricas que no entregan

informacién sobre la naturaleza de la solucién.



Capitulo 7

METODOLOGIA DE DISENO DE
CONTROLADORES
TRIANGULARES

7.1. Introduccion

Los desarrollos del capitulo anterior motivan la busqueda de procedimientos sistematicos
de diseno de controladores de estructura restringida. Tal como se describe en el Capitulo
5, esto tiene sentido cuando el modelo de la planta tiene un patrén de interacciones que
justifican el restringir la estructura de control.

En el caso de estructura triangular, los resultados en la literatura actual son bastante
escasos. Entre ellos se encuentran [61,62], donde los autores desarrollan métodos que per-
miten obtener un controlador triangular éptimo para una planta triangular y [55], en el
cual los autores abordan el caso de una planta general pero sin garantizar la estabilidad
del lazo. Recientemente se ha reportado una metodologia interesante en [63] basada en los
procedimientos de sintesis secuencial [64-66], pero que también sélo aborda el caso en que
la planta es triangular.

En este capitulo se propone un método general de diseno de controladores triangulares
para plantas estables. El método se basa en el diseno 6ptimo de un controlador admisible
restringido para la porcion triangular de la planta. Dicho controlador triangular 6ptimo se
aplica luego a la planta, de modo tal que mediante el ajuste de una funcién de ponderacién en
el problema de optimizacion se puede regular el ancho de banda conseguido y asi conseguir
estabilidad y un desempeno acorde a los requerimientos de diseno.

El desarrollo del método tiene su origen en una extensién de los procedimientos em-
pleados en el capitulo anterior para el cémputo de limites de desempeno con estructura
restringida. Esta extensién es bastante directa y provee una metodologia de disefio que, si

bien es 6ptima sélo para la porcién triangular de la planta, tiene la ventaja de ser indepen-

96
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diente de procedimientos numéricos y permitir incorporar criterios de diserno.

7.2. Descripcion del método propuesto

7.2.1. Control triangular

En el capitulo precedente se ha considerado que la planta G(z) tiene estructura triangu-
lar por si misma y, a su vez, esto permite que para garantizar que el controlador C(z) € S,
basta con elegir un pardmetro de Youla Q(z) con la misma estructura (ver Teorema 5.1
en pag. 62). Sin embargo, en este capitulo nuestro interés estd en disefiar controladores
triangulares para plantas que no necesariamente son estructuradas. Esto hace imperativo
establecer las condiciones que debe satisfacer Q(z) de modo tal que se asegure la estructura

deseada sobre el controlador. El siguiente lema entrega dicho resultado.

Lema 7.1 (Condiciones generales para C(z) € S;)
Sea G(z) que satisface las condiciones de la Suposicion 1 en la pdg. 61 y considérese la

parametrizacion de Youla cldsica de todos los controladores admisibles en el Lema 3.1
C(z)=QI-G(2)Q(z) ", (7.2.1)
donde Q(z) € RHoo. Entonces C(z) € St si y sdlo si Q(z) satisface
[Q7'(2)],, = Gij(2), Vi=12....n Vj>i (7.2.2)

Demostracion:

Como G(z) satisface la Suposicién 1, entonces Q(z) y C(z) son no singulares c. e. t. p.
(ver pdg. 61 y demostracién del Teorema 5.1 en la pdg. 62), por lo cual (7.2.1) implica que
C'(2) = Q '(2) — G(2) est4 bien definida. Luego, como el conjunto S; es estructuralmente
cerrado bajo inversién (ver pag. 62), C(z) € S; si y s6lo si C~!(z) € S, lo que junto con la

expresién para C~*(z) implican que Q(z) debe satisfacer (7.2.2) y el resultado procede.

oo

7.2.2. Criterio de optimalidad

Para que un diseno éptimo tenga sentido, el problema de optimizacion asociado debe ser
planteado en términos de la minimizaciéon de un funcional representativo de los objetivos
de control. Una alternativa razonable es minimizar la norma 2 de la funcién de sensibili-

dad ponderada, es decir para una planta G(z) € RHo, usando (7.2.1) podemos definir el
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funcional
w()||*

z—1

J(G, W) = H(I — G(2)Q(2)) (7.2.3)

)’
donde W (z) es una matriz de ponderacién en frecuencia estable, bipropia y de FM. Dado
que estamos interesados en controladores que provean integracién, se debe cumplir que
I - G(1)Q(1) = 0, por lo cual el factor (z — 1) debe incluirse en (7.2.3) a fin de asegurar
que la norma estd bien definida [6].

Consideremos G(z) € RH, y su porcion triangular denotada como G¢(z) € S;. Nétese
que el hecho que G¢(z) deba ser de tipo triangular inferior no es restrictivo ya que cualquier
estructura triangular puede ser llevada a una de tipo S; mediante un reordenamiento apro-
piado de entradas y salidas.

El procedimiento propuesto consiste en disefiar un controlador triangular Cy opt(2) Opti-
mo para el modelo triangular G¢(z). Luego, la calidad del lazo cerrado en torno a G(z) con
C' opt(#) en términos de estabilidad y desempenio puede ser ajustada, como se verd mdas ade-
lante, con elecciones apropiadas de la matriz de ponderacion W (z). En la préxima seccién
se obtiene una forma explicita para Ctopt(2) ¥ en la subsiguiente, se estudia la aplicacién

de dicho controlador a la planta G(z).

7.3. Diseio 6ptimo triangular para plantas triangulares

A continuacion se expone un resultado parcial que es de utilidad para derivar el resultado

principal de esta seccion.

Lema 7.2 (Controlador 6ptimo centralizado con ponderacién escalar)
Sea G(z) € RHo sin ceros sobre la circunferencia unitaria y W(z) una funcién escalar,

estable, bipropia y de FM. Considérese el funcional definido en (7.2.3), entonces

Qopt(2) = arg , mfn J (G, W) (7.3.1)
= (GEWE) {Ec@WEL L, +Ec@WEL)  (732)

donde G(z) = €a(2)G(z) con €g(z) el GLUI de G(z) y []5 (I-],) denota la porcion del
argumento en RHy (RHy ).
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Demostracién:
De acuerdo a (7.2.3) e introduciendo el GLUI de la planta el funcional puede escribirse
como

1 2

— W - G(z)W(2)Q(2))

(7.3.3)

H (W () - GEW Q) (734

en donde se ha usado el hecho que W (z) es escalar y G(2) = £a(2)G(z). Luego, si se realiza

una descomposicién ortogonal del producto €g(z)W (z) como aquella en (2.3.1), se tiene

§c()W(2) = [€a(:)W(2)] L + L ()W (2)], - (7.3.5)

Entonces, (7.3.4) puede expresarse de la siguiente manera

()W (2)], — [§a(z)W(2)] .-,

J= z—1

_|_

ERMHF

L LW, + Ec(x)W ()], — G(2)W(2)Q(2)

1 (7.3.6)
RHo 9
_ H Ec()W R, — [Ec()W )L,y 2+
N z—1 9
- 2
(oW (O ].my + eV = GV RGN

en donde se ha incluido el término [{g(2)W (2)],|,_, a fin de asegurar que el primer término

esté bien definido. Como W (z) es bipropio y de FM, entonces también lo es G(z)W (z) y
- -1
ademds (G(z)W(z)) € RHo. Luego, el pardmetro de Youla que minimiza J es tal que

anula el segundo término de la tltima expresion, es decir

Qopi(z) = (GEW ) {EaGIW L., + EaW (L) € RHw,  (7:38)
y el resultado procede.

([
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El lema recién expuesto entrega la solucién éptima no restringida al problema de mini-
mizar la norma 2 de la funcién sensibilidad ponderada por una funcién escalar.

En la minimizacién del funcional J(G, W), podemos pensar en elegir la matriz de pon-
deracién W (z) diagonal, de modo tal que ésta pondere la funcién de sensibilidad por canal.
Con esta eleccién, el resultado del Lema 7.2 puede ser empleado para dar solucién al pro-
blema de optimizacién con restriccién estructural en Q(z) asociado a la porcién triangular
de la planta. Esto queda de manifiesto en el siguiente teorema, que constituye la base del

procedimiento de diseno propuesto.

Teorema 7.1 (Controlador 6ptimo triangular con ponderacién por canal)

Sea G¢(z) € RHooNS: sin ceros sobre la circunferencia unitaria y W (z) = diag {W1(z), Wa(z),
.., Wy(z)} estable, bipropia, de FM y tal que W;(z) es escalar Vi = 1,2,...,n. Definase

Qi opt(2) como la solucion no restringida del problema de optimizacion del Lema 7.2 usando

el funcional J (G;, W;) y donde G;(z) es la submatriz i(ver definicion 6.1 en la pdg. 83) de

Gy(2), es decir

Q; opt(Z) = arg Q(zgren;rlex J (Gi, Wl) . (7.3.9)
Entonces
= i J (G, W 7.3.10
Q: opt(z) arg Q(z)enél;llmﬁst ( t ) ( )
= Zdiag {Oi—lyQiopt(Z)} 1;;, (7.3.11)

i=1

donde la matriz 1;; € C™*™ tiene todos su elementos nulos, salvo el elemento (i,1), en el

cual tiene un uno.

Demostracion:

Con la propiedad (A.3.8) de la norma 2 y aprovechando el hecho que W (z) es diagonal,

J (G, W) puede expresarse en forma vectorizada como

2

A — GA(Z)QveC(Z) 7 (7.3.12)

z—1

rew) = |
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donde
T
A(Z):[Al(z) Ax(z) - An(2)| > (7.3.13)
T
Q"EC(Z)[QH(Z) Q21(2) -+ Qui(2) Q2(2) Qz2(2) -+ Qn2(2) -+ Qun(2)
(7.3.14

)
Ga(z) =diag {G1(2)W1(2), G2(2)Wa(2),...,Gn(2)W,(2)}, (7.3.15)
y Ai(z) = Wi(2)e? *T1. Es importante notar que de acuerdo a la definicién de Quec(2)
en (7.3.14), en la vectorizacién hecha en (7.3.12) se ha considerado en forma implicita el
hecho que Q(z) € S;. De este modo, (7.3.12) permite separar del problema de optimizacién
(7.3.10) en n problemas de menor dimensién e independientes entre si. En efecto, se tiene

que

n

J(GW)=>"

i=1

1 2

z—1

(AZ(Z> — G'L(Z)Wl(Z)Q:)eC(Z))

(7.3.16)
2

donde Q: __(z) € C("=i+1)*1 g un vector que contiene los elementos no nulos de la i-ésima

columna de Q(z), es decir

T
Qiec(z):[olx(i—l) Qii(2) Qit1),i(2) -+ Qm'(Z)] : (7.3.17)

Como A;(z) € RHa, Vi = 1,2,...,n, se puede efectuar un procedimiento similar al he-
cho en la demostracién del Lema 7.2 en cada uno de los sumandos de (7.3.16). De hecho,
incorporando el GLUI £g,(z) de cada submatriz G;(z) y realizando las descomposiciones

ortogonales pertinentes se obtiene

n 2
JGW)=>" (sci (2)As(2) — éi<z>wi<z>czz‘,ec<z>) - f : (7.3.18)
1=1 2
"€ ()Ai(2)]) — e ()M ]L_, ||
_;{H : - Z_f - 2+
~ . 2
. [sexz)Ai(z)uZZl+[£Gi<zz)_A;-(z>]2—Gi<z>wi<z>czm<z> (73.19)
2

donde G;(z) = €@, (2)Gi(2). En la tltima expresion, cada término de la sumatoria puede

ser optimizado por separado de modo tal que si Q7 . Opt(z) minimiza el i-ésimo término

de (7.3.19), entonces minimiza el segundo sumando de éste. Ademds, como el producto

)
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- -1
G;(z)W;(2) es bipropio y de FM, entonces (Gz(z)Wl(z)) € RHoo v por ende

vecopt(?) = (éi(z)Wi(z)>71 {[€c:(2)Ai(2)] | |,_, + [€c,:(2)Ai(2)],} € RH& (7.3.20)

Reemplazando la definicién de A;(z) en lo anterior se reconoce el resultado del Lema 7.2

como

iecopt(z) = (éz(Z)Wz(Z))_l { [ﬁci(Z)Wi(z)en_i"‘l]Jz:l + [EGi(Z)Wi(Z)en_i"'lb}

(7.3.21)
= (GEWE) ke WL, + Ee W)} e+
(7.3.22)
= Qbeeopt(?) = Qiopt(2)e™ T, (7.3.23)
donde
Qiopt(z) = arg o (z?él;lzlnw J(Gi, Wi). (7.3.24)

Finalmente, el pardmetro de Youla triangular éptimo, Q¢ opt(2), se reconstruye de manera

simple ordenando apropiadamente los vectores Q:, cc opt(z) como
Qtopt = »_ diag{0;_1, Qiopt(2)} Lii € RMo, (7.3.25)
i=1

y el resultado procede.
00O

El teorema anterior permite disefiar controladores triangulares con integracién! que mi-
nimizan la norma 2 de la sensibilidad ponderada por canal en lazos con plantas estables y
triangulares. Si bien el resultado es formalmente completo, para efectos de diseno resulta
mas util disponer de un procedimiento algoritmico. En efecto, aprovechando la forma de

(7.3.11), el resultado del Teorema 7.1 se puede condensar en el siguiente procedimiento.

Procedimiento 1 (Diseno 6ptimo triangular para planta triangular)

Considérese las condiciones y el enunciado del Teorema 7.1. Sea i = 1:

(1) Usando el Lema 7.2 calcular

Qiopt(z) = arg g n J (G, W) (7.3.26)

1El controlador tiene integracién en forma garantizada ya que Qg opt(1) = Gt_l(l).
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(11) Denotar la primera columna Q; opt(2) como [Qjopt(2)],, y asignar dicha columna a
la i-ésima correspondiente de Qi opt(z) procurando agregar los elementos nulos nece-

sarios para que Q¢ opt(2) € S¢, es decir

O¢i—1)x1
[Qt opt(2)],; = (7.3.27)
Qi opt(2)],,
(111) Repetir los pasos anteriores para i = {2,3,...,n}.

La forma de (7.3.11) y el Procedimiento 1, ponen de manifiesto que el éptimo trian-
gular se construye en términos de los 6ptimos no restringidos para cada submatriz con un
funcional con ponderacién escalar. De hecho, tener que minimizar sin restricciones estruc-
turales el funcional J(G;, W;) en cada paso del Procedimiento 1 implica que el problema
de optimizacion restringido se descompone en n problemas de optimizacion no restringidos.
Esto es un resultado muy interesante que se visualiza s6lo gracias a que se ha considerado
un procedimiento analitico explicito para la resolucién del problema.

Ademas, el Procedimiento 1 deja en evidencia la secuencialidad implicita que hay en la
solucién al problema de optimizacién restringido. En el capitulo anterior se hizo un analisis
intuitivo de los rasgos de secuencialidad que tiene la solucién al problema de optimizacion
asociado al tema de limites de desempeiio. Se puede notar que J(G¢, I) = J, es decir, que si
se considera W (z) = I en el Teorema 7.1 entonces se recupera el problema de optimizacién
de limites de desempeno. Luego, la secuencialidad del Procedimiento 1 estd intimamente

relacionada con lo discutido en el capitulo anterior. En efecto, de acuerdo a (7.3.11) se tiene

que
[Qt opt(z)]nn = Qn opt(z) (7328)
= i J(Grn, Wh). 7.3.29
8 g e, ) (7.3.29)

Como Gr(z) = Gun(z) es un escalar, entonces el resultado indica que [Q¢opt(2)],,, debe
ser disefiado pensando en un lazo SISO en torno a G, (7). Esta propiedad de la solucién se
opone a las técnicas clésicas de disefio secuencial [63-66], que indican que la secuencia de
disefio debe comenzar en sentido inverso, esto es, se debe disefar [Q¢ opt(2)];,; Pensando en
un lazo SISO en torno a G11(z). Para mds comentarios respecto a esto se remite al lector a

la pag. 88.

7.4. Control triangular de planta centralizada

En esta seccion se estudia la aplicacién del controlador triangular éptimo definido por

Q1 opt(2) de la seccién anterior a la planta G(z) estable que no es necesariamente estruc-
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turada. Definase Cyopt(z) € S; como el controlador que genera el disefio nominal en base

al modelo triangular G¢(z) de la planta, es decir

Ciopt(2) = Qropt(z) (I — Gt(Z)Qtopt(z)r1 . (7.4.1)

El pardmetro de Youla que define a Cyopt(2) en el lazo en torno a G(z) se puede escribir

como

Qf Opt(z) = Cy Opt(z) (I + G(Z)Ct opt(z))_l (742)

Reemplazando (7.4.1) en la tltima expresién resulta

1

Qs opt(2) = (Qiopt ' (2) + G(2) — Gu(2)) (7.4.3)

Esta dltima relacién es coherente con lo expuesto en el Lema 7.1 y pone de manifiesto la
condicién (7.2.2), a saber, para garantizar que Ctopt(2) € S; se debe forzar que los térmi-
nos fuera de la porcién triangular de Q¢ opt_l(z) sean idénticos a los correspondientes en
G(z). Ademds, (7.4.3) indica que, si Q¢opt(z) genera un controlador con integracién, en-
tonces Q f opt (%) también lo hara. Por otro lado, también se deja en evidencia una dificultad
no menor existente en el control triangular de plantas centralizadas, a saber, a pesar que
Q1 opt(2) es estable y propio, (7.4.3) indica que Qfopt(z) nO necesariamente lo es y, por
ende, no asegura la estabilidad del lazo.

Un primer acercamiento al problema seria estudiar las condiciones bajo las cuales el
controlador 6ptimo de la seccién anterior garantiza, al menos, la estabilidad del lazo. Meto-
dologfas para efectuar dicho anélisis de robustez pueden ser encontradas en [7,14,15] y, en
general, permiten obtener condiciones suficientes sobre Q¢ opt(2) respecto de las dindmicas
no consideradas en el modelo G¢(z), es decir la porcién triangular superior estricta de G(z),
bajo las cuales se garantiza la estabilidad del lazo. Estas condiciones en general son excesi-
vamente conservadoras en términos del ancho de banda necesario para asegurar estabilidad
y no son consideradas en este trabajo.

Supéngase que mediante el uso del Teorema 7.1 con W (z) = I se disefia cierto Q¢ opt(2)
basado en el modelo triangular G¢(z) de una planta G(z) € RHa y que el controlador
asociado genera un lazo inestable al ser aplicado sobre G(z). Es conocido [6,7] que si la
planta es estable, solucionar este inconveniente pasa por reducir el ancho de banda del
diseno, es decir, cambiar la dindmica de Q¢ opt(z) de manera tal que el lazo asociado sea
de menor velocidad. Esto justamente se puede conseguir con los resultados de la seccion
anterior mediante la eleccién apropiada de la matriz de ponderacion W(z). Examinando
la forma de (7.3.2) y (7.3.11) se puede notar que todos los ceros de W(z) son polos de

Q1 opt(2), por lo que una forma conveniente para los elementos de W (z)en el Teorema 7.1
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es
Z — Qg
Wi(z) = ———, 7.4.4
()= s (7.4.4)
donde a; € [0,1][ ei=1,2,...,n. Esta forma de la matriz de ponderacién permite reducir

el ancho de banda del disefio por canal ajustando el valor de a; suficientemente cerca de
z=1.

La discusion anterior se puede condensar en el siguiente procedimiento de diseno.

Procedimiento 2 (Disefio triangular para planta centralizada)

Considérese las condiciones y el enunciado del Teorema 7.1 con Gi(z) la porcion triangular
de la planta G(z), W (z) = diag{Wi(z), Wa(z),...,Wn(2)}, v Wi(z) de la forma (7.4.4)
con a; € [0,1[.

(1) Calcular Qi opt(z) de acuerdo o (7.3.11).

(11) Estudiar la estabilidad y desempeno del lazo generado por el controlador Ctopt(2)
y G(z). Si el resultado es satisfactorio el procedimiento termina. En caso contrario,
repetir el paso (i) con W (z) de la forma (7.4.4) y eligiendo las constantes a; sucesi-

vamente mds cercanas a z = 1 hasta obtener dindmicas aceptables.

Las ideas recién expuestas se asemejan a los procedimientos de disenio expuestos en [7]

y se ejemplifican a continuacién para el caso de un sistema 2 x 2.

Ejemplo 7.1: Considérese un sistema descrito por su matriz de transferencia

2—15  —0.25(z—5)
_ 1 22(2—0.9) z2
Gz = |77 ] (7.4.5)
z(z —0.9) z—109
La Matriz de Participacion (MP) [34] de este sistema es
0.23 0.05
&= , (7.4.6)
032 04

de modo tal que si se desea restringir la estructura del control, una arquitectura triangular

es muy recomendable. El modelo triangular asociado es

z—1.5
2 _
Gi(z) = |7 gi 1?7'9) ) (7.4.7)

2(z—09) z-09
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En primera instancia podemos elegir ay = as = 0, de modo tal que W (z) = I y el uso del

Teorema 7.1 entrega

—0.67(z — 0.9) .
z — 0.6667
Qtopto = 0.67((z —1.7)(z l 0.9) (z—0.9) (7.4.8)
z(z —0.67) z

El pardmetro de Youla que genera el controlador triangular en el lazo en torno a G(z) se

calcula usando (7.4.3) como

—0.6723(2 — 0.9) —0.167(z — 5)(z — 0.9)2 1
Qf opt()(z) = P (Z) s (749)
0.6722(z — 1.7)(2 — 0.9)  22(z — 0.67)(z —0.9) | */°
con
pro(2) = (2% — 1.6152 4 0.6947) (2% + 0.7821z + 1.835). (7.4.10)

Se puede notar a partir de la expresion para Qf opto(z) que el lazo construido en torno
a G(z) con el controlador triangular Cyopto(2) es inestable®. Se requiere entonces hacer
modificaciones al disenio original a fin de consequir estabilidad en el lazo. Para reducir el
ancho de banda del disenio, se eligen matrices de ponderacién W (z) con elementos de la
forma dada en (7.4.4) para a; = ag = {0.7,0.8,0.9} y se aplica el Teorema 7.1. El lazo
resulta estable para los tres valores de a elegidos y en la Fig. 7.1 se exponen las respuestas

a escalon unitario por canal de éste.

2Nétese que esto ocurre a pesar que la interaccién de G12(z) medida en términos de la MP es muy
pequena.
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1@

Salida canal 1

-0.2 I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70
Muestras
—_— a1:a220.9 i
~ — al—a2—0.7
% — a1:32:0.8 .
© -
s (b)
©
3 B
-0.2 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70

Muestras

Figura 7.1. Respuesta a escalén unitario de lazo restringido en estructura para distintas
matrices de ponderacién: (a) y1 (), (b) ya2(t).

A modo de ejemplo, el pardmetro de Youla triangular asociado a a1 = as = 0.7 es

—0.22(z — 0.9) 0

z—0.7)(z — 0.6667
Qtopto.7(2) = (0.2(,2 - )1(.7)(2: - 0.9)) 0.3(z—0.9) |’ (7.4.11)

(z—0.7)(z — 0.6667) (2 —0.7)

y el parametro de Youla que genera al controlador triangular en el lazo en torno a G(z) se

obtiene usando (7.4.3) como

—0.0152(2 — 5)(z — 0,9)?
—0.22(z + 0.0001286)% (2 — 0.9) 2(z = 5)(z = 09)

_ 1
Qiopto.r(z) = (—0.7) m,
0.2(z — 0.9)(z — 1.7)22 0.3(2 — 0.6667)(z — 0.9)22| * 17
(7.4.12)
donde
pro7(2) = (22 — 1.659z + 0.7069) (22 + 0.2422 + 0.5411). (7.4.13)

Diversas pruebas por simulacion muestran que el lazo resulta estable si a; = ay > 0.45, no
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obstante, la dependencia del desempeno del lazo con respecto al pardmetro a no es clara.

Por esta razon, a modo de comparacion definamos el criterio

2

: (7.4.14)
2

1
z—1

Js = H(I — G(2)Qs opt(2))

donde Qg opt(2) es el pardmetro de Youla en (7.4.3) que parametriza al controlador trian-
gular en el lazo en torno a G(z). La Fig. 7.2 muestra el comportamiento de Js en funcion

de la eleccion de a1 = ag.

20

19

18|

171

16

11F -

10 I I I I I I I I
0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9

Figura 7.2. Medida Jg en funcién del parametro a; = as.

El resultado de la Fig. 7.2 indica que existe un valor optimo en la eleccion de a que
garantiza que la norma 2 de la funcion de sensibilidad del lazo es minima. Hasta el momento,
esto solo ha podido apreciarse a partir de la evaluacion numérica de Jg y no se tiene una
expresion analitica que exponga la dependencia de Jg con respecto al pardmetro de diseno

a; = as. |

El procedimiento expuesto puede entregar bastante libertad en el diseno. En efecto, tal
como se menciona previamente, la elecciéon de W (z) en la optimizacién puede realizarse con

distintos criterios en funcién de lo que se quiera conseguir en cada canal de salida de la
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planta. El siguiente ejemplo pone énfasis en este tépico.

Ejemplo 7.2: Considérese una planta descrita por

(z—1.1) 0.16
G(z)= | (=06 (¢-0.6) | 7.4.15
) 1 —0.5(z — 3) ( )
22 22
cuya MP es

0.29 0.05
® = , (7.4.16)

0.20 0.46

y tiene dos ceros FNM finitos en z = 2.813 y z = 1.29. Si se elige W (z) = I en el Teorema
7.1, el controlador obtenido genera un lazo estable en torno a G(z). A pesar de esto, tal
y como se aprecia en la Fig. 7.3(a) en linea gruesa, el desempeno del primer canal del
lazo es deficiente en términos de undershoot y overshoot. Una alternativa para mejorar la
situacion es incluir una matriz de ponderacion W (z) en el diserio que pondere sdlo el canal
con mal desempenio. Esto se logra eligiendo a1 # 0 y az = 0. Los nuevos diserios resultan
satisfactorios y en la Fig. 7.8 se muestran las respuestas del lazo para distintas elecciones de
a1. Notese que debido a la interaccion de la planta, a pesar que en el diseno sélo se pondera

el canal 1, el controlador asociado también altera el desempeno en el canal 2.
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Salida canal 1
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15 T
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Figura 7.3. Respuesta a escalén unitario del lazo restringido en estructura para distintas
elecciones de aj: (a) y1(t), (b) ya(t).

7.5. Conclusiones

En este capitulo se ha propuesto un método de diseno de controladores triangulares
para plantas estables. La metodologia se basa en el diseno de un controlador triangular
optimo para un modelo triangular de la planta. La optimalidad del controlador se pierde al
cerrar un lazo en torno a la planta centralizada e, incluso, es posible que no se preserve la
estabilidad. No obstante, mediante el ajuste de una funcién de ponderacion en el problema
de optimizacién, se puede manejar el ancho de banda del diseno conseguido y asi conseguir
estabilidad junto con un desempeno acorde a los requerimientos de diseno. La forma explicita
de la funcién de ponderacién se entrega en términos de un conjunto de parametros de diseno
que permiten regular el ancho de banda en cada canal del lazo.

La resolucién del problema de optimizacién asociado usa una extensién de los proce-
dimientos empleados en el capitulo anterior para el computo de limites de desempeno en
control restringido. Las principales ventajas del método propuesto son su naturaleza ex-

plicita, simplicidad de uso y la posibilidad de incorporar criterios de diseno para ajustar
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el ancho de banda del lazo. Ademds, dado que en la literatura actual no existen procedi-
mientos analiticos de disenio de controladores triangulares para plantas centralizadas, esta
metodologia es una contribucién clara al tema. Finalmente, su principal limitacién radica
en el hecho que el problema de optimizacién no considera la naturaleza centralizada de la
planta, por lo que el diseno es inherentemente subdéptimo. Esto a su vez puede causar que
para conseguir estabilidad se deba recurrir a reducciones excesivas del ancho de banda del

diseno.



Capitulo 8

CONCLUSIONES

En este capitulo se resaltan a modo de sintesis los resultados principales de este trabajo
de tesis y sus implicancias mdas importantes. Una discusién mas acabada sobre cada uno
de ellos puede encontrarse en las conclusiones del capitulo respectivo. Ademas, se entregan
lineas generales de los temas abiertos que se desprenden de este trabajo y las direcciones

que debieran tener trabajos de investigacion futuros.

Discusiéon de resultados principales

Esta tesis se inscribe dentro del contexto de sistemas de control MIMO digital con estruc-
tura restringida. No obstante, el trabajo de investigacion realizado tiene algunos aspectos
que escapan al tema medular, por lo que a continuacién se enumeran las conclusiones cor-

respondientes clasificadas apropiadamente.

» Parametrizacién de controladores

En la literatura actual existen dos formulaciones de la conocida parametrizacion de
Youla de los controladores estabilizantes y realizables. Estas han sido empleadas con
éxito tanto en el diseno de sistemas de control como en la obtenciéon de propiedades
importantes de esquemas de realimentacién. Si se considera el caso en que la planta
en cuestion es inestable, ambos planteamientos adolecen del problema de requerir de
la disponibilidad de un controlador o funcién de sensibilidad que describa un lazo
estable y realizable. Esto puede traer complicaciones debido a que para cierta clase
de sistemas, el procedimiento para obtener un diseno apropiado puede ser una tarea

laboriosa en si misma.

Es asi como en esta tesis se sobrelleva este inconveniente mediante la derivacién de
un forma explicita de una funcién de sensibilidad complementaria MIMO que puede
ser computada por inspeccién de los rasgos dinamicos de la planta que imponen limi-
taciones fundamentales (ceros de fase no minima y polos inestables). Esto simplifica
considerablemente la parametrizacién de todos los controladores (o funciones de sen-

sibilidad) que generan lazos estables y realizables ya que evita tener que ocupar algin

112
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procedimiento de diseno previo. Un elemento clave para la obtencién de dicha funcién
de sensibilidad complementaria es la nocién de esencialidad, asociada a la identificacion
de cuéles son los rasgos estrictamente necesarios que ésta debe tener para asegurar la
admisibilidad del lazo. La forma analitica entregada es vélida para un subconjunto de
plantas lineales, pero éste es suficientemente amplio como para abarcar gran parte de

los modelos que usualmente aparecen en procesos industriales.

Un ejemplo SISO ilustrativo deja de manifiesto la potencial utilidad de esta herramien-
ta para obtener la solucion explicita de una clase importante de problemas de opti-

mizacién cuadratica.

Factorizaciones de ceros en sistemas MIMO

Dentro de las formas que se tiene de realizar factorizaciones de ceros en sistemas
MIMO, los interactores unitarios son de gran relevancia ya que poseen propiedades
analiticas tutiles para la resolucién de una clase amplia de problemas de optimizacion
cuadratica. En este trabajo se demuestra que el interactor unitario de ceros generaliza-
do es tnico y, ademds, se entrega una caracterizacion simple de todas aquellas matrices

de transferencia que poseen interactor unitario diagonal.

Esto tultimo es de importancia en varias areas del andlisis y sintesis de esquemas
de control lineal. En particular, en este escrito se deja de manifiesto que esto tiene
estricta relaciéon con el hecho que, cuando una planta estructurada pertenece a una
clase estructuralmente cerrada bajo inversion, el controlador centralizado 6ptimo que
logra el mejor desempeno posible tiene la misma estructura de la planta en forma
natural. Esto implica que si se restringe el control a aquella estructura, entonces el
impacto sobre el desempeno 6ptimo es nulo. Esta propiedad se desprende de una
caracteristica especial que deben cumplir los ceros de fase no minima de la planta y

que lleva a definir el concepto de cero de FNM candnico izquierdo.

Control MIMO de estructura restringida

Este tema es el principal abordado en este trabajo de tesis. Un resultado fundamental
es la derivacion de condiciones bajo las cuales la estructura impuesta sobre el contro-
lador se traspasa directamente al parametro de Youla asociado. Se ha demostrado que
una condicidon necesaria y suficiente para que esto ocurra es que el conjunto de res-
tricciones sea estructuralmente cerrado bajo inversion y que la planta posea la misma
estructura que aquella forzada sobre el controlador. Este hecho entrega una condicién
suficiente para garantizar la convexidad de una clase de problemas de optimizacion de

tipo cuadratico y se aprovecha en dos topicos:
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e Limites de desempeno.

El deterioro en desempeno producto de las restricciones estructurales sobre el
controlador es cuantificado en forma explicita para el caso de estructura dia-
gonal por bloques, rala simple y triangular. Dicho deterioro es dependiente de
la ubicacién de los ceros de FNM que no son canénicos izquierdos y de ciertos
rasgos direccionales que dan cuenta de dos elementos: (a) el nivel de interaccién
dindmica entre algunos subsistemas de la planta y, (b) cudn cerca estd el cero
de FNM de ser canénico izquierdo. Como es usual a la luz de resultados previos,
los ceros de FNM mas daninos para el desempeno 6ptimo son aquellos ubicados
cerca de z = 1. Sin embargo, una conclusién importante es que el efecto negativo
de dichos ceros de FNM sobre el deterioro en el desempeno 6ptimo puede ser
atenuado si dicho cero es cercano a ser canonico izquierdo. Este fenémeno de
direccionalidad en la influencia del cero de FNM sobre el desempeno éptimo es un
resultado notable ya que marca una diferencia rotunda respecto al caso de control
centralizado, en donde éste depende unica y exclusivamente de la ubicacion de
los ceros de FNM.

e Diseno de controladores triangulares.

Ante una evidente carencia en la literatura de métodos sistemédticos de disenio de
controladores triangulares para plantas estables, en esta tesis se ha presentado un
procedimiento para ello que posee varias ventajas considerables: (a) no requiere
que la planta tenga una estructura en particular, (b) es de caracter explicito y (c)
permite incorporar criterios de diseno. Este ltimo aspecto se logra mediante el
ajuste apropiado de una funcién de ponderacién que permite reducir el ancho de
banda del disefio por canal y, en definitiva, es lo que permite conseguir estabilidad

y un desempeno apropiado en el lazo restringido.

El método se basa en el diseno 6ptimo de un controlador triangular para un
modelo triangular de la planta, por lo que tiene la desventaja de no incorporar la
naturaleza centralizada de la planta dentro del problema de optimizacién. Esto
causa que, en ciertos casos, pueda requerirse reducir el ancho de banda de manera

excesiva a fin de conseguir estabilidad en el lazo.

Finalmente, gracias a que el problema de optimizacién se resuelve en forma ex-
plicita, se detecta un rasgo de secuencialidad en la construccién de la solucion.
Esta propiedad recuerda los procedimientos clasicos de diseno secuencial, pero

ciertamente sugiere un orden en la secuencia de diseno distinto.
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Lineas futuras de investigacion

A partir de los resultados obtenidos, es claro que las lineas de investigacién que deben

suceder a este trabajo pueden ser varias:

= Hallar la forma explicita de la funcién de sensibilidad complementaria esencial para
una planta general. Esto significa eliminar la suposicién de polos inestables con mul-
tiplicidad algebraica simple y que ninguno de ellos coincide con algtin cero de FNM.
Ademis, se deberia extender la idea de esencialidad a otras funciones de sensibilidad
de interés a fin de que ciertos problemas de optimizacién tengan una solucién mas

directa.

= A la luz de los resultados presentados respecto de limites de desempenio, seria conve-
niente estudiar en detalle eventuales implicancias adicionales que pudiera tener la idea

que un cero de fase no minima sea de tipo candnico izquierdo.

= El problema fundamental de esta tesis, a saber, el cdmputo de limites de desempeno en
control con estructura restringida, tiene todavia aristas importantes que no han sido
exploradas. La més importante sin duda es la carencia de una solucién para el caso
general, es decir, aquel en que la planta no necesariamente posee la misma estructura
que el controlador. Si bien dicho problema de optimizaciéon no es convexo, no se ha
estudiado la eventual existencia de un 6ptimo global que se pueda obtener en forma

explicita.

= En relacién al punto anterior, tampoco se ha probado que las condiciones que aseguran
la convexidad del problema de optimizacién sean necesarias para ello, por lo que el

tema sigue abierto.

= Extender los resultados relativos a limites en desempeno para estructuras que no sean
de tipo ralas (por ejemplo, restricciones en complejidad del controlador) es un tema

de investigacion atrayente.

= El fendmeno de direccionalidad en la influencia de los ceros de FNM en el desempeno
6ptimo con control restringido puede ser explorado con mayor profundidad. En par-
ticular, seria muy interesante obtener una forma explicita general para los vectores
direccién asociados de modo tal de tener una idea mas clara de cudles interacciones

dindmicas son las que en realmente limitan el mejor desempeno posible.

= Si bien se ha verificado que el método de disefio de controladores triangulares propuesto
es de una utilidad considerable, éste es de caracter suboptimo. El paso siguiente a
seguir es, entonces, incluir la estructura centralizada de la planta dentro del problema
de optimizacién garantizando a la vez la estructura del controlador y la estabilidad

del lazo.
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= Finalmente, los rasgos secuenciales que se han dejado de manifiesto en la solucién al
problema de optimizacién cuadratica que involucra a planta y controlador triangulares
puede tener alcances mayores. En efecto, es conveniente el estudio de las implicancias
que este fenémeno pudiere tener con respecto a la metodologias clasicas de diseno

secuencial.



Apéndice A

ESPACIOS DE HILBERT

A.1. Introduccién

En este apéndice se presentan en forma sintética resultados y conceptos importantes
dentro del drea de Andlisis Funcional relativos a espacios de Hilbert que son importantes
para la derivacién de los principales resultados originales de este trabajo. Por motivos de
espacio, se omiten las demostraciones pero, salvo se especifique explicitamente, éstas pueden

ser encontradas en [92].

A.2. Espacios de Hilbert y de Banach

Definicién A.1 (Espacio vectorial)
Dado un cuerpo K y un conjunto E, se dice que E es un espacio vectorial sobre K si y solo

si en B existe una operacion de suma denotada ”+"tal que Va,b,c € E se cumple

A21
A22
A.2.3
A24

(a+b)+c=a+ (b+0),
a+b=b+a,
30 € F tal que a+ 0 = a,

,_\/_\A,_\
O = ~—

d(—a) € E tal que a+ (—a) =0,
y una operacion externa definida Vo € K y Va € E como

K:Kx Ew— E, (A.2.5)
(a,a) — K(a,a) = aa, (A.2.6)
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y que satisface, Vo, 3 € K y Va,b e E

a(Ba) = (af)a, (A.2.7)
(a+ 8)(a) = aa + Ba, (A.2.8)
la = a, (A.2.9)
ala+b) = aa+ ab. (A.2.10)

Definicién A.2 (Subespacio vectorial)
Dado E espacio vectorial sobre K, A C E se dird subespacio vectorial de E < A es espacio

vectorial.

Nétese que la definicién anterior se reduce a que 0 € A y que Vo, y € A ax € AVa € K
yr+yeA

Definicién A.3 (Norma)

Dado E espacio vectorial sobre K, se denomina norma a una funcion

I-1[: E—~R (A.2.11)
que satisface
|z[| >0, [Jz]| =0 & 2 =0, (A.2.12)
||| = |al]], (A.2.13)
[z +yll < l=[] + [yl (A.2.14)
Ve,y € E yVa € K.
Definicién A.4 (Espacio normado)
Dado E espacio vectorial sobre K y una norma || - ||, el par (E,||-||) se denomina espacio

normado.

Definicién A.5 (Producto interno)

Dado E espacio vectorial sobre K, un producto interno es una funcién continua

<,> ExE~K (A.2.15)
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tal que Vx,y,z € E yVa, 3 € K satisface

<zHyz>=<x,2>4+<yY,z>, (A.2.16)
<ar,y>=a<x,y>, (A.2.17)
<z, y>=<y,r >, (A.2.18)
<z, > >0 si K es totalmente ordenado y 0 es su neutro aditivo, (A.2.19)

donde T denota a una operacion que en el caso de R ¢ C corresponde a conjugar x.

Definicién A.6 (Espacio con producto interno)
Dado E espacio vectorial sobre K y un producto interno, el par (E,<,>) se denomina

espacio con producto interno.

Definicién A.7 (Ortogonalidad)

Sea (E,<,>) un espacio con producto interno:

(a) Dados x,y € E, se dird que x e y son ortogonales << x,y >= 0. En estos casos se

anotard x 1 y.
(b) x € E se dird ortogonal a A C E &< x,y >=0, Vy € A.
(¢) A C E se dird ortogonal a BC E &< x,y>=0,Vz € A Vy € B.

Definicién A.8 (Complemento ortogonal)
Dado (E, <,>), espacio con producto interno, y A C E, se define el complemento ortogonal
de A como A+ donde,

At ={2 € E tal que z 1. A} (A.2.20)

Lema A.1 (Norma inducida partir de producto interno)

Dado un espacio con producto interno donde K = R', entonces la funcion

-l : E—~R (A.2.21)
z—|lz|]i = V<z, x> (A.2.22)

es una norma y se denomina norma inducida (por el producto interno correspondiente).

En lo que sigue se omitira el subindice ¢ de normas inducidas a menos que sea estricta-
mente necesario.
El lema anterior establece que todo espacio con producto interno es, a su vez, un espacio

normado en donde la norma correspondiente es la norma inducida por el producto interno.

Ttambién puede relajarse la condicién a que se cumpla sélo < x,z >€ R
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Notar que la afirmacién contraria es falsa, ya que hay normas no pueden ser inducidas por

producto interno alguno, tal como ilustra el lema siguiente.

Lema A.2 (Resultados de normas inducidas)
Dado (E,<,>) espacio con producto interno y (E,|| -||) espacio normado con la norma

inducida por <,>, entonces Vx,y € E se cumplen:

(a) Desigualdad de Cauchy-Schwartz:

<zxy>

T < (4:229)
(b) Identidad del Paralelégramo:
[z +yl* + 1l = yl* = 2(||=]1* + [lyll*) (A.2.24)
(¢) Producto interno a partir de norma:
<ay>=7 e+l - llz — oI} (A.2.25)
(d) Teorema de Pitdgoras:
w Ly s [let+yl? =zl + [yl (A.2.26)

Es importante tener presente que las propiedades anteriores sélo cobran sentido si la nor-
ma es inducida, ya que por ejemplo, la propiedad de Pitdgoras no es aplicable en el contexto
de una norma no inducida, pues no hay producto interno para verificar ortogonalidad. Por
otro lado, lo anterior plantea condiciones necesarias para que una norma sea inducida: si,
por ejemplo, la operacién <, > definida en (A.2.25) no satisface las propiedades del producto

interno, entonces || - || no serd una norma inducida.

Definicién A.9 (Sucesién)

Dado A un conjunto cualquiera, una sucesion en A se define como una funcion

f:N— A (A.2.27)
n— f(n) =z, (A.2.28)

y se denotard en la forma {xy}nen o simplemente x,,.

Definicién A.10 (Sucesién convergente y limite)

Dada {x, }nen sucesion en (E,||-]), espacio normado, se dird que x, converge si Jx € E
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tal que Ve, In, € N tal que ||z, — z|| < eVn > n,. x se define como el limite de la sucesion

y para describir la convergencia se anota x, — x

Debe notarse que la definicién anterior esta particularizada al caso de espacios normados,
pero la idea de convergencia de sucesiones es mas general, pudiéndose definir en espacios
mas generales (métricos o topoldgicos). Ademds, ésta indica que hay convergencia sélo si el

punto al cual la sucesién tiende esta contenido en el conjunto donde estd definida la sucesion.

Definicién A.11 (Sucesién de Cauchy)
{Zn}nen sucesion en (E,|| - ||) se dice de Cauchy < Ve, In, € N tal que ||z, — xm|| <

evn,m > n,

Es decir, una sucesién de Cauchy es aquella tienen algin término a partir del cual los térmi-
nos siguiente se van acercando cada vez mas entre si. Nétese que toda sucesién convergente
es necesariamente de Cauchy, pero no al revés, ya que el punto al cual tienden los elementos
de una sucesién de Cauchy podria no estar en E y, por lo tanto, no se cumple la definicién
A.10.

Definicién A.12 (Completitud)
Un espacio vectorial con producto interno o mormado se dice completo si y sélo si toda

sucesion de Cauchy en E converge.

Definicién A.13 (Espacios de Hilbert y de Banach)
Un espacio con producto interno (E,<,>) (normado (E,||-||)), se dird espacio de Hilbert

(Banach) si y sdlo si es completo.

Definicién A.14 (Suma Directa)
Un espacio vectorial E se dice igual a la suma directa de los subespacios vectoriales Y, Z C E

54
Vee Edlye Y ANz e Z tal quex =y + 2. (A.2.29)

En estos casos se anota E =Y & Z y se dice que Y, Z forman un par complementario.

Lema A.3 (Complemento ortogonal y suma directa)

Sea A un subconjunto cerrado de E, con (E,<,>) espacio de Hilbert. Entonces
E=AgAt (A.2.30)

En estos casos se dice que los conjuntos A y A+ forman un par ortogonal.
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A.3. Espacios de funciones

En esta seccién se definen algunos espacios de funciones que son de utilidad en el desa-

rrollo de los principales resultados de este trabajo.

A.3.1. El espacio L,

A continuacién se define el espacio de funciones Lo [7,11,14].

Definicién A.15: Sea F una funcion matricial compleja definida como

F:.C—Cvm™ (A.3.1)
z— F(z), (A.3.2)

y definase F como el conjunto de dichas funciones matriciales complejas.
El espacio Lo se define como todas las funciones F' € F tales que:

(a) F(e'*) estd bien definida Vw € [—7, 7.

(b) F(z) es integrable en la circunferencia unitaria (|z| = 1).

(¢) F(z) satisface

/Tr traza {FH(ej“’)F(ejw)} dw < 00 (A.3.3)

—T

Es importante notar que la definicién anterior es distinta a la usual en matemadtica [93],
yva que extiende el dominio las funciones en Lo a todo el plano complejo y no sélo a la
circunferencia unitaria.

En base a la teoria expuesta en la seccion anterior, se puede enunciar el siguiente teorema

que recoge las propiedades mas importantes de L.

Teorema A.1 (Propiedades de L5)

En relacion a Lo se tiene lo siguiente:
(a) Lo es un espacio vectorial sobre C.
(b) La funcion

<,>: Ly—C

1" . .
(F,H) —< F,H >= 27/ traza {FH(e]“’)H(eJ“)} dw, (A.3.4)
™ —1T

es un producto interno y el par (Lo, <,>) corresponde a un espacio vectorial con pro-

ducto interno.
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(¢c) < F,F >R, VF € Ly y, por lo tanto,

[llly s £2 = R

F—||F||,=+/<F,F> (A.3.5)

es una norma y el par (La, ||-||5) corresponde a un espacio normado.

(d) Con la norma y producto interno anteriores, Lo es un espacio de Banach y Hilbert,
respectivamente.
Demostracion:

La demostracién del teorema es directa en base a las definiciones hechas en la Seccién
A2,

(]

La norma en la parte (c¢) del teorema anterior se denomina norma 2 y a continuacioén se
enuncia su definicién formal junto con dos propiedades importantes de las cuales haremos

uso exhaustivo para derivar los principales resultados de esta tesis.

Definicién A.16 (Norma 2)

Sea F(z) € Ly, entonces su norma 2 se define como
1 (7 , A 1/2
1F(2)]], = (2/ traza{FH(eJ‘”)F(ejw)} dw) (A.3.6)
s —pi
Ademds, la norma 2 tiene las siguiente propiedades:
(a) SiU(z) € Ly tal que U (e7)U (e7*) = I y el producto U(z)F(z) estd bien definido,

entonces U(z) se denomina matriz unitaria y cumple

WU F @), = 1F()]ly,  VF(z) € Ly (A.3.7)
(b)

IFEEI; =Y IF5)I; (A.3.8)

i=1 j=1

A.3.2. Subespacios importantes de £,

En la seccion previa se ha visto que Lo es un espacio de Hilbert. Esto se puede aprovechar
para definir dos subespacios de funciones importantes que tienen la ventajosa propiedad de

ser ortogonales.
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Lema A.4 (Subespacios Hy y Ha2)

Sea el espacio Hy definido como
Hy = {F(2) € Lo: F(2) es analitica Vz tal que |z| < 1}. (A.3.9)

Entonces:
(a) Hi es un subespacio cerrado de L.
(b) Hy es completo y, por ende, es un espacio de Hilbert.

(c) El espacio Ha definido como
Ho ={F(z) € La: F(z) es analitica Vz tal que |z| > 1}, (A.3.10)

es el complemento ortogonal de Hy y ambos subespacios forman un par ortogonal en
Lo.

Demostracion:
(a) Directa aplicando la definicién de subespacio en la Seccién A.2.
(b) Esta resultado es de gran importancia y su demostracién puede ser encontrada en [93].

(c¢) Directa aplicando la definicién de complemento y par ortogonal en la Seccién A.2.
oo

A lo largo de esta tesis, para mantener un concordancia de notaciéon con la literatura
técnica existente, se usard el prefijo R para recalcar que los espacios en cuestién contienen
funciones matriciales complejas y racionales en z. Esto significa que para efectos de este
trabajo, el espacio Hs serd denotado por RHo.



NOTACION Y SIMBOLOS

A continuacién se define la notacién y simbolos usados frecuentemente en este documen-
to. La intencion de este cuadro resumen es servir sélo como guia, ya que las definiciones
formales de cada elemento pueden encontrarse en las secciones respectivas (salvo la notacién
estdndar).

R™ Conjunto de n-tuplas reales

cn Conjunto de n-tuplas complejas

cnxm Conjunto de matrices con entradas complejas de dimension n x m

el i-ésimo vector de la base elemental de R"

1 Matriz identidad de dimensién apropiadas

I, Matriz identidad de dimension n x n

0 Matriz nula de dimensién apropiada

0, Matriz nula de dimensién n x n

Onxcm Matriz nula de dimensién n x m

e Matriz dimensién apropiada con todos sus elementos nulos, salvo
el (k,£), en el cual tiene un uno

A(z) Matriz de transferencia

diag {A11, Asa, ..., A, } Matriz diagonal por bloques con las matrices Aq1, Aaa, ..., Ann
en cada bloque

{Aii}i:172,...,n Idem

[A]ij ([A]U) Elemento (7, 7) de la matriz A
Ai; (Aij) Idem

[A],, ([Al;,) i-6sima columna de la matriz A
Aj, Idem
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Ay

A,

det {A}
traza {A}
AL

R'Ha

Submatriz ¢ de la matriz A

Porcién diagonal de la matriz A
Determinante de la matriz A

traza de la matriz A

Inversa multiplicativa de la matriz A
i-ésima componente del vector v
Operador transpuesto

Operador hermitiano

Operador complejo conjugado
magnitud de x € C

magnitud de x € C"

Grado relativo de A(z)
Denominador de la funcién de transferencia A(z)
Grado u orden del polinomio p(z)

Espacio de funciones matriciales definidas y medibles sobre circulo
unitario y cuadraticamente integrables

Subespacio de Lo de funciones matriciales analiticas fuera del
circulo unitario

Subespacio de Lo de funciones matriciales analiticas dentro del
circulo unitario

(Sub)espacio X restringido al caso real racional

Espacio de matrices de transferencia estables y propias
Conjunto de restricciones estructurales genérico

norma en Lo

porciones en RHs y RH%‘ , respectivamente, de A(z) € Lo
Parametro de Youla

Controlador en un lazo de control

Funcion de sensibilidad en un lazo de control

Funcién de sensibilidad complementaria en un lazo de control
Funcién de sensibilidad de entrada en un lazo de control
Funcién de sensibilidad de control en un lazo de control
Senal de referencia en un lazo

Senal de actuacién en un lazo (excitacién de un proceso)
Salida de un proceso

Senal realimentada en un lazo de control
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Ni(z), (Np)

Dy (2), (Dp)

MP
GLI

LUI (GUT)
GLUI (GRUI)

CRE
c.e. t.p.

Senal de error en un lazo de control

Ruido de medicién en un lazo de control

Perturbacién de entrada en un lazo de control

Perturbacion de salida en un lazo de control

Funcién escaléon unitario

Transformada Z de la secuencia @(t)

Direccién izquierda genérica de ceros de funciones de transferencia
Direccion derecha genérica de polos de funciones de transferencia
Multiplicidad algebraica del cero en z = ¢

Operador esperanza

Numerador izquierdo (derecho) de una factorizacién coprima
izquierda (derecha)

Denominador izquierdo (derecho) de una factorizacién coprima
izquierda (derecha)

Interactor unitario de ceros generalizado de A(z)
Conjunto de ceros de FNM asociado a una matriz de transferencia

Conjunto de polos inestables asociado a una matriz de transferen-
cia

Denota la optimalidad de (-)

Matriz de Participacién asociada a cierto sistema

Abreviatura para Matriz de Participacion

Abreviatura para interactor de ceros generalizado izquierdo
Abreviatura para interactor unitario de ceros izquierdo (derecho)

Abreviatura para interactor unitario de ceros generalizado izquier-
do (derecho)

Abreviatura para Conjunto de Restriccion Estructural

Abreviatura para casi en todas partes
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